Transformationsgeometri: Projektiv plangeometri. Kai Neergard, august 2023 1

Projektiv plangeometri

1 Uendelig fjerne punkter og den uendelig fjerne linje

I den projektive plangeometri er hver af planets linjer udvidet med et uendelig fjernt punkt. To
linjer har samme uendelig fjerne punkt hvis og kun hvis de er parallelle. De uendelig fjerne
punkter danner tilsammen den uendelig fjerne linje. Dette udvidede plan kaldes det projektive
plan til forskel fra det seedvanlige geometriske plan. Udvidelsen forenkler nogle dele af plan-
geometrien fordi der i det projektive plan geelder:

Gennem to forskellige punkter gar der netop én linje.

To forskellige linjer har netop ét feelles punkt.

1.1 Ovelse

Vis dette for alle kombinationer af seedvanlige og uendelig fjerne punkter og linjer, hvor de
seedvanlige linjer er udvidet med deres uendelig fjerne punkt og enten kan skeere hinanden
eller veere parallelle.

Seetningerne ses at svare til hinanden ndr »punkt« byttes om med »linje« og »ligger pad« med »gar
gennemc. I den senere ovelse 5.3! viser jeg at hvis en saetning om at bestemte punkter ligger pa
bestemte linjer i det projektive plan, er sand, sé& er den sdkaldt duale seetning, som man far ved
skifte ordene ud pa denne méade, ogsa sand. Dette kaldes dualitet.

Punkter og linjer forstas i det folgende at hore til det projektive plan medmindre andet er naevnt.
Symbolet AB betegner seedvanligvis hele linjen gennem to forskellige punkter A og B, og skee-
ringspunktet mellem to forskellige linjer /, m betegnes med Inm. Hvis AB betegner et linjestyk-
ke, skriver jeg »linjestykket AB«.

2 Projektiv transformation

En afbildning som 1) forer det projektive plan over i hele det projektive plan og afbilder 2) for-
skellige punkter i forskellige punkter og 3) linjer i linjer, kaldes en projektiv transformation. Det
ses at nar en projektiv transformation efterfolges af en anden projektiv transformation, far man
en ny projektiv transformation. Egenskaberne 1) og 2) indebarer desuden at afbildningen har
en omvendt afbildning med disse egenskaber. Den omvendte afbildning opfylder ogsa 3) og er
dermed selv en projektiv transformation. Hvis A’, B’ er forskellige punkter pa en linje I’ i det
projektive plan og billeder af A, B, afbildes I = AB nemlig i en linje som indeholder A, B’ og
dermed er lig med /'. Billedet af I’ ved den omvendte afbildning er s& linjen [. Det kan vises
at hvis ikke tre af punkterne A, B,C, D og ikke tre af punkterne A',B',C',D’ ligger pd en linje,

1 Bl4 skrift angiver link. Eksterne link kraever internetadgang.
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findes der netop én projektiv transformation som forer A, B,C,D overi A',B',C’, D'. Beviset er
omstzendeligt.?

Projektive transformationer kan veere nyttige i beviser fordi man somme tider kan transformere
en figur til et sertilfeelde hvor beviset er nemmere end i det almene tilfeelde.

2.1 Eksempel: Desargues’ setning

Antag at hverken punkterne A, B, C, punkterne A', B',C', tre af punkterne A, B, A’, B/,
tre af punkterne A,C, A',C’ eller tre af punkterne B,C,B',C’ ligger pd linje. Hvis sd
AA',BB',CC' har et feelles punkt, ligger ABN A'B’, ACn A'C’',BCn B'C’ pa linje.

(»To trekanter som har et perspektivcentrum, har en perspektivakse.«)

Bevis Nér tre punkter ikke ligger pa linje,
er de forskellige, for hvis to af dem var det
samme, ville der ga en linje gennem dette
og det tredje punkt. Derfor findes de linjer
setningen omtaler. Ogsa P = ABN A’'B' fin-
des, for hvis AB og A’B’ var samme linje,
ville A, B, A’, B’ ligge pa denne linje i mod-
strid med antagelserne. Tilsvarende findes
Q=ACnA'C'ogR=BCnB'C'.

Der geelder P # A, B fordi A eller B ellers
14 pa A'B’. Tilsvarende Q # A, C, og vi har
sd P # Q fordi B, C ellers 14 p4 AP sammen
med A. Punktet A kan ikke ligge pa PQ fordi
B,C sa la pa PQ, og B eller C kan ikke kan
ligger pd PQ fordi Asd 14 pa PQ. Altsé ligger
intet af punkterne A, B, C pa PQ, og tilsvarende ligger intet af punkterne A, B',C’ pa PQ.

Da alle de sammenhznge der indgar i seetningen, er uendrede ved en projektiv transforma-
tion, er det tilstreekkeligt at vise et tilfeelde som kan nas fra alle andre ved en sddan transforma-
tion. Dén kan veelges s& P, Q bliver uendelig fjerne. Sé ligger A, B,C, A’, B', C’ efter det foregden-
de i det geometriske plan. Da P er uendelig fjernt, og A ikke ligger p4 A'B’, har vi AB || A’'B’.
Tilsvarende AC || A'C’. Hvis sd AA',BB’,CC’ har et feelles punkt O, er ABC, A'B’'C’ forbundet
gennem en multiplikation ud fra O hvis O ligger i det geometriske plan, og en parallelforskyd-
ning hvis O er uendelig fjernt. I begge tilfeelde folger BC || B'C’. Dermed er R disse linjers uen-
delig fjerne punkt og ligger sa pa den uendelig fjerne linje sammen med P, Q.

2.2 Qvelse

Vis at seetningen medferer folgende omvendte setning:

2 Det bygger p4 betragtning af det geometriske plan som plan i rummet. N&r punkterne og linjerne i det geometriske
plan forbindes med et punkt O uden for planet, dannes der for hvert punkt en linje og for hver linje et plan. Det
projektive plans uendelig fjerne punkter og uendelig fjerne linje danner linjerne og planet gennem O parallelle med
det geometriske plan. Alt i alt svarer det projektive plans punkter og linjer én til én til rummets linjer og planer
gennem O og kan s beskrives med analytisk rumgeometri. I beviset indgar at f(x) = 0 og f(x) = x er de eneste
samtidige lesninger til funktionalligningerne f(x+y) = f(x) + f(¥) og f(xy) = f(x) f(y) med reelle tal.


http://www.georgmohr.dk/noter/geometrinoter2017.pdf
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Med de samme antagelser geelder det at hvis ABN A'B', ACn A'C',BCn B'C’ ligger
pa linje, har AA', BB',CC’ et feelles punkt.

(»To trekanter som har en perspektivakse, har et perspektivcentrum.«)

Gor rede for at den omvendte sztning er ensbetydende med den man far n&r man i den direkte
bytter om pa »punkt« og »linje« og »ligger pa« og »gar gennemc, og altsé er dual til den direkte.
[Hjeelp: Néar tre punkter ikke ligger pa linje, er de hjorner i en trekant. Dén er ogsa givet ved de
tre linjer som indeholder siderne, og som ikke har noget punkt feelles. Vis forst at seetningernes
feelles antagelser kan udtrykkes symmetrisk i hjorner og sider af trekanterne ABC og A'B'C’].

Med den samme ombytning af begreber i beviset i gvelse 2.2 fir man et bevis for at den direkte
seetning folger af den omvendte. Setningerne er altsa ensbetydende, og Desargues’ seetning er
dual til sig selv.

2.3 Qvelse: Pappos’ setning
Vis Pappos’ scetning:

Huis forskellige punkter A, B, C ligger pd en linje 1, og forskellige punkter A', B',C' pa
enanden linjem, og A,B,C,A’,B',C' # Inm, sd ligger AB'nA'B, AC'nA'C,BC'nB'C
pa linje.

(»To trekanter som er dobbelt perspektiviske (BB'Q,C'CP med P = AB'n A'B,Q = AC'n A'C),
er tredobbelt perspektiviske.«)

Gor rede for at seetningen er dual til sig selv.

De affine transformationer er projektive transformationer som ikke flytter den uendelig fjerne
linje. De afbilder sa det geometriske plan i sig selv, kan ses som transformationer af dette alene
og er da kendetegnet ved at parallelle linjer afbildes i parallelle linjer. Udvidelsen til det pro-
jektive plan er entydig fordi hvert uendelig fjernt punkt er skeeringpunkt mellem den uendelig
fjerne linje og en linje i det geometriske plan. Det fglger af definitionen at en affin transforma-
tions omvendte transformation selv er affin. Det geometriske plan kaldes ogsé det affine plan.

En affin transformation er bestemt ved hvordan den afbilder tre punkter i det geometriske plan
som ikke ligger pé linje. Lad nemlig A, B, C veere tre sddanne punkter, og A’, B’,C’ deres bille-
der. Lad D, E, D', E' veere de uendelig fjerne punkter pd AB, AC,A'B’, A'C’, oglad F og F' veere
bestemt ved at ABFC og A'B'F'C’ er parallelogrammer. Nar afbildningen er affin, afbildes D i
D', EiE', og dermed F i F'. Da ikke tre af punkterne A, D, E, F ligger pa linje, er transforma-
tionen bestemt ved afbildningen af disse fire punkter. De og deres billeder er givet entydigt ved
A,B,C,A',B',C’'. Dakonstruktionen er mulig for vilkérlige A, B, C, A’, B, C' hvis ikke A, B, C eller
A', B, C' ligger pé linje, findes der i hvert sddant tilfeelde en affin transformation som afbilder
AB,CiA,B,C.

3 Harmonisk konjugation

Hvis A, B,C, D er forskellige punkter pa en linje [, siges D at veere C’s harmonisk konjugere-
de med hensyn til A og B hvis der findes en projektiv transformation som afbilder [ i en linje


http://www.georgmohr.dk/vinderseminar/vindsem11affin.pdf
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som ikke er den uendelig fjerne, D i denne linjes uendelig fjerne punkt og C i midtpunktet af
linjestykket AB. Valger man to forskellige punkter P og Q uden for / sa C, B, Q ligger pd en linje,
og setter APNBQ = R og AQnNBP = §, er I N RS efter denne transformation punktet D. Dét
gaelder sa ogsa for transformationen. Pastanden folger af at affiniteten® med akse CP, retning
I og forvandlingstal —1 afbilder R og S i hinanden s& RSn [ er uendret, og det uendelig fjerne
punkt D er det eneste punkt pa / med denne egenskab foruden C.

Omvendter C og D harmonisk konjugerede med hen-

P
syn til A og B hvis de indgar i en figur som vist. Den
kan nemlig transformeres projektivt s& D og P bliver
R uendelig fjerne, hvorefter de gvrige punkter ligger i
\» g det geometriske plan. Derved bliver ABSR et paral-

lelogram. I dette parallelogram ligger diagonalernes
skeeringspunkt Q midt mellem siderne AR og BS. Da
1 CQ er parallel med disse sider, er C sd midtpunkt af
A C B D linjestykket AB.

Figuren kan konstrueres og D dermed bestemmes ud fra vilkarlige forskellige punkter A, B, C pa
en linje /. For sddanne punkter er netop ét af I’s punkter derfor C’s harmonisk konjugerede med
hensyn til A og B. Definitionen er symmetrisk i A og B. Sammenhengen er ogsad symmetrisk i
C og D fordi triplerne C, P, Q og D, R, S indgér ens i figuren. Punkterne C og D kan derfor kaldes
harmonisk konjugerede med hensyn til A og B. Den er desuden symmetrisk i parrene {A, B} og
{C, D}, som derfor kan kaldes harmonisk konjugerede. Ved en en projektiv transformation hvor
B og P bliver uendelig fjerne, bliver S nemlig ogsé uendelig fjernt. De gvrige punkter ligger s i
det geometriske plan, og der geelder QR || [. Dermed er CARQ og ADRQ parallelogrammer, og
vihar CA= QR = AD, som medforer at A er midtpunkt af linjestykket CD.

Hvis A, B,C, D ligger i det geometriske plan, og P er uendelig fjernt, fir man af ensvinklede
trekanter

iC A0 AR AP AP

BC SQ SB DB BD
Danetop ét punkt D pa [ for givne A, B, C opfylder den resulterende ligning AC/BC =-AD/BD,
karakteriserer denne ligning harmonisk konjugerede punktpar i det geometriske plan. Det er
nemt at vise at forholdene f = AC/BC og g= CA/DA adlyder (f —1)(g — 1) =2. Uden bevis
naevner jeg at de punkter P som opfylder |AP| : |BP| = k = |AC| : |BC|, danner en cirkel med
diameter CD, forholdscirklen ud fra A og B med forhold k.1 trekanter ABT med T pé denne
cirkel, og kun dem, er TC og T D vinkelhalveringslinjer, den ene indre, den anden ydre. Cirk-
len med diameter CD er vinkelret p& enhver cirkel med korde AB, herunder specielt dén med
diameter AB (apollonske cirkler).

4 Keglesnit

Billedet af en cirkel ved en projektiv transformation kaldes et keglesnit. Afhaengig af om dén
linje som ved den projektive transformation bliver til den uendelig fjerne, skeerer cirklen i in-
gen, ét eller to punkter, kaldes keglesnittet en ellipse, parabel eller hyperbel. Skeeringspunkter-
nes billeder er de uendelig fjerne punkter pa parablens akse og hyperblens asymptoter. Fordi
enhver cirkel kan dannes af enhver anden cirkel ved en affin transformation sat sammen af en

3 En affiniter med akse I, retning m og forvandlingstal k, hvor [ § m er linjer, og k # 0 et tal, er dén affine transfor-
mation som afbilder linjer parallelle med m i sig selv og ganger punkters afstand fra / regnet med fortegn med k.


http://en.wikipedia.org/wiki/Apollonian_circles
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flytning og en multiplikation ud fra cirklens centrum, kan ethvert keglesnit dannes af ethvert
andet keglesnit ved en projektiv transformation.

En linje kaldes tangent til keglesnittet hvis den har netop ét punkt feelles med det, og punktet
kaldes tangentens roringspunkt. Et punkt siges at ligge inden i keglesnittet hvis det ikke ligger
pa keglesnittet, og enhver linje gennem punktet har mindst ét punkt feelles med det. (Der er
sd altid to feelles punkter). Det siges at ligge uden for keglesnittet hvis der findes en linje gen-
nem punktet som ikke har noget punkt feelles med det. Det ses at ethvert punkt har netop én
af de egenskaber at ligge p4, inden i eller uden for keglesnittet. Da sammenhangene i disse
definitioner er uendrede ved en projektiv transformation, afbildes et keglesnits tangenter og
deres roringspunkter og indre og ydre punkter i tilsvarende linjer og punkter med hensyn til det
transformerede keglesnit. Et keglesnit har én tangent i hvert af sine punkter fordi dette geelder
for en cirkel. Med den teori som er skitseret i fodnote 2, kan man vise at netop ét keglesnit in-
deholder fem vilkérlige punkter hvoraf ikke tre ligger pa linje. En tangent og dens reringspunkt
kan treede i stedet for to af punkterne hvis tangenten ikke indholder nogen af de gvrige punkter.

Al\<se
Ellipse Parabel Hyperbel

5 Polar og pol

Lad der veere givet en cirkel med centrum O og et punkt P som hverken er O eller uendelig
fjernt. Linjen vinkelret pd OP gennem P’s inverse punkt med hensyn til cirklen kaldes P’s polar.
Leaeg meerke til at et punkt pa cirklen har tangenten i punktet som polar. Polaren til O defineres
som den uendelig fjerne linje, og polaren til et uendelig fjernt punkt P som linjen gennem O
vinkelret pa OP.

5.1 Ovelse

Vis at enhver linje er polar til netop ét punkt.
Dette punkt kaldes linjens pol, og punktet og linjen siges at veere reciprokke.

Lad Q veere et punkt pa P’s polar [, og lad m vere Q’s polar. An- m
tag forelobig at P ikke er O eller uendelig fjernt. Lad Q' veere P’s Q'
inverse punkt og P’ projektionen af P pd linjen OQ. Sa har vi [ - Q

Pl



http://www.georgmohr.dk/noter/geometrinoter2017.pdf
http://www.georgmohr.dk/noter/geometrinoter2017.pdf
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0QQ' ~ OPP'.For Q # Q' folger dette af at trekanterne er ensvink-
lede, og for Q = Q' af at der s& ogsa geelder P’ = P. Ligedannethe-
den medforer

|0Q|-10P'| = |OP|-|10Q'| = r?,

hvor r er cirklens radius. Altsd er P’ det inverse punkt til Q, og P

ligger pa m. Hvis P = O, er I den uendelig fjerne linje, og Q dermed

et uendelig fjernt punkt. Sa gér m gennem O, og P ligger pd m. Hvis P er et uendelig fjernt
punkt, har vi OQ L OP eller Q = O. Dermed er m enten parallel med OP eller den uendelig
fjerne linje. I begge tilfeelde ligger P p& m. Alment geelder altsa:

5.2 Setning

Huis Q ligger pa P’s polar, ligger P pd Qs polar.

To punkter som P og Q i figuren som ligger pa hinandens polarer, kaldes konjugerede med
hensyn til cirklen. Seerlig er inverse punkter altsa konjugerede. Laeg maerke til at nar {P, Q} ikke
er O og et uendelig fjernt punkt, er P og Q konjugerede hvis og kun hvis

0P-0Q =12

5.3 Ovelse

Gor rede for at dualitet folger af seetning 5.2. Hvilke egenskaber ved et punkts polar svarer til at
punktet ligger p4, inden i og uden for cirklen?

Hvis P ligger uden for cirklen, og tangenterne gennem P rorer cirklen i punkterne Q og R, ligger
P pabade Q’s og R’s polar. Dermed gdr P’s polar gennem Q og R og er sd linjen QR.

5.4 Qvelse

Vis at hvis en linje gennem et punkt P skcerer cirklen i punkterne Q og R, skcerer cirklens tangen-
ter i Q og R hinanden pd P'’s polar.

Seetning 5.2 indebeerer at hvis to par af et hjorne og dets modstdende side i en trekant er reci-
prokke med hensyn til en cirkel, geelder dette ogsa det tredje par. En sddan trekant kaldes en
polartrekant med hensyn til cirklen. I en polartrekant ligger ét af hjornerne inden i og to af dem
uden for cirklen. Dette indses sddan: Intet hjorne kan ligge pd cirklen, for sd ville de to andre
ligge pé tangenten i dette punkt og hele trekanten dermed pé en linje. Hvis et hjorne ligger in-
den i cirklen, ligger hele dets polar uden for cirklen. Seerlig ligger de to andre hjgrner sa uden
for cirklen. Antag at hjernet P ligger uden for cirklen, oglad X og Y veere roringspunkterne for
tangenterne gennem P. S4 er XY polar til P ifolge iagttagelsen efter ovelse 5.3, og de to an-
dre hjorner Q og R ligger pd XY. Hojst ét af dem kan ligge inden i cirklen. Antag uden tab af
almenhed at Q ligger uden for cirklen. S& ligger hele PQ uden for cirklen, og R ligger inden i
cirklen.
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5.5 Setning

En polartrekant med hensyn til en cirkel kan ved en projektiv transformation som
lader cirklen ucendret, afbildes sd det indre hjorne bliver cirklens centrum og de ydre
hjorner uendelig fjerne punkter pd vinkelrette linjer.

Bevis Lad P veere det indre hjorne i polartrekanten PQR, lad O veere cirklens centrum, lad X
og Y veere PQ’s skeeringspunkter med cirklen, og lad Z vere ét af PR’s skaeringspunkter med
cirklen. Da ikke tre af punkterne R, X, Y, Z ligger pa en linje, findes der en projektiv transforma-
tion som afbilder R i et uendelig fjernt punkt R’, punkterne X og Y i endepunkter X’ og Y’ af
cirklens diameter vinkelret pd OR’ og punktet Z i et skeeringspunkt Z' mellem OR’ og cirklen.
Ved denne transformation afbildes cirklen i det keglesnit som gar gennem X', Y’, Z’ og har tan-
genter i X’ og Y’ som er parallelle med OR'. Dette keglesnit er cirklen selv. Punktet P afbildes i
X'Y'nR'Z' = O, og punktet Q i OR"’s pol, som er det uendelig fjerne punkt pa X'Y".

Af seetning 5.5 folger umiddelbart:

5.6 Saetning

Hvis punkterne P og Q er konjugerede med hensyn til en cirkel, og PQ skcerer cirklen
i X 0gY, sa er punktparrene {P,Q} og {X,Y} harmonisk konjugerede. Dette geelder
scerlig i det tilfeelde hvor PQ gdr gennem cirklens centrum sda P og Q er inverse og
XY endiagonal.

Bevis Da PQ skeerer cirklen i to punkter, ligger PQ’s pol R uden for cirklen. Da PQR er en po-
lartrekant, kan vi s& uden tab af almenhed antage at P ligger inden i cirklen. Nar polartrekanten
transformeres som i s@tning 5.5, bliver P og Q henholdsvis midtpunktet af diameteren XY og
det uendelig fjerne punkt pa linjen XY

Det folger af det foregédende at reciprocitet med hensyn til en cirkel mellem et ydre punkt P og
en linje [/ kan beskrives ved at P er skeeringspunktet for to tangenter, og / er linjen gennem deres
roringspunkter. Reciprocitet mellem et indre punkt P og en linje [ kan ifplge seetning 5.2 beskri-
ves ved at [ bestér af polerne til linjerne gennem P, og P er feelles punkt for I’s punkters polarer.
Tidligere har vi set at reciprocitet mellem et punkt P pa cirklen og en linje / kan beskrives ved
at [ rorer cirklen i P. I alle tre tilfeelde kan reciprocitet altsé beskrives ved sammenhenge som
er uendrede ved en projektiv transformation. Denne beskrivelse kan tages som definition af
reciprocitet med hensyn til et vilkarligt keglesnit. Par af et punkt og en linje som er reciprokke
med hensyn til et keglesnit, afbildes s ved en projektiv transformation i par som er reciprokke
med hensyn til det transformerede keglesnit.
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6 MacLaurins konfiguration

Lad A, B,C, D veere forskellige punkter pa
en cirkel med centrum O, og lad der
gelde P = ABnCD, Q = ACn BD,
R=ADnBC. Uden tab af almenhed kan vi
antage at A, B, C, D ligger pa cirklen i reek-
kefolgen ACBD. Sé ligger P inden i cirk-
len, og Q og R uden for cirklen. Lad X og
Y veere cirklens skeringspunkter med R’s
polar og Z ét af dens skeeringspunkter med
PR, oglad os anvende den samme projek-
tive transformation defineret ved afbild-
ningen af punkterne R, X, Y, Z som i bevi-
set for seetning 5.5. Ved denne transforma-
tion afbildes P i X'Y'nR'Z’' = O. Billedet
A'C'B'D' af firkant ACBD er sé et rektan-
gel hvor siderne A'D’ og B'C’ er parallelle
med OR' og siderne A'C’ og B'D’ dermed
parallelle med X'Y". Billedet Q" af punktet
Q er da det uendelig fjerne punkt pa X'Y’.
Dermed er OQ'R’ og s& ogséd PQR en po-
lartrekant. Der geelder altsa:

6.1 Seetning

Huvis A, B, C, D er forskellige punkter pa en cirkel, og der geelder P = ABNCD, Q =
ACNBD, R=ADnNBC, sier PQR en polartrekant med hensyn til cirklen.

Det ses af beviset at en indskrivelig konveks firkant altid kan transformeres til et rektangel ved en
projektiv transformation som lader den omskrevne cirkel ucendret. Da punkterne A, C, B, D kan
veere cirklens roringspunkter med en vilkérlig konveks firkant omskrevet cirklen, og tangen-
terne i A’,C’,B’,D’ danner en rombe, geelder der ogsa at en omskrivelig konveks firkant altid
kan transformeres til en rombe ved en projektiv transformation som lader den indskrevne cirkel
ucendret.

Det folger af ovelse 5.4 at for eksempel skeeringspunktet mellem tangenterne i A og B ligger pa
QR. Den folgende ovelse uddyber dette.

6.2 Qvelse

Lad med betegnelserne i seetning 6.1 a, b, ¢, d veere tangenterne i A,B,C,D, og lad
dergeeldel = (anb)(cnd), m=(anc)(bnd), n=(and)(bnc). Visl=QR, m=PR,
n=PQ.

Linjerne [, m, n danner altsa en polartrekant med hensyn til cirklen. Gor rede for at dette resul-
tat er dualt til seetning 6.1.
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Punktparrene {P, Q} og { X, Y} er harmonisk konjugerede ifolge s@etning 5.6. Punktpar som {4, C}
og {K, Q}, hvor K er skaeringspunktet mellem AC og PR, er ogsa harmonisk konjugerede. Dette
er abenlyst i den transformerede figur. Det ses ogsa af ogsé af at BPDR er en firkant som firkant
PRQS ifiguren side 4. Endelig folger det af seetning 5.6 fordi K ligger pa Q’s polar og dermed er
konjugeret til Q.

Da sammenhaengene i disse setninger er uendrede ved projektiv transformation, geelder de
i forbindelse med ikke blot cirkler men vilkarlige keglesnit. Figuren kaldes somme tider Mac-
Laurins konfiguration.

7 Pascals og Brianchons satninger

7.1 Pascals satning

Hvis A,B,C,D,E,F er forskellige punkter pd en cirkel, ligger P = AB n DE,
Q=BCnNEF,R=CDnFA palinje.

Linjen kaldes sekskant ABCDEF’s pascallinje. Seetningen star uden bevis i en kort artikel Blaise
Pascal fik trykt som 16-17-arigi 1640. Beviser har veeret kendt leenge; jeg har ikke kunnet opspo-
re af hvem og hvornér det forste blev offentliggjort. Det folgende meget simple, som til forskel
fra de tidligere i teksten her ikke bygger pé projektiv transformation til et sertilfeelde, fandt Jan
van Yzeren sa sent som i 1993.

Bevis Antag forst at to af punkterne P, Q,R, lad os sige Q og R, er uendelig fjerne, altsa
BC | EF og CD | FA. Dette er ensbetydende med EC = BF og CA = ﬁ, hvor angiver
buelaengde pa cirklen regnet med fortegn og modulo cirklens omkreds. Summen af disse lig-
ninger er EA=BD,somer ensbetydende med AB | DE. Dermed ligger P sammen med Q og R
pa den uendelig fjerne linje.

Hvis hgjst ét af punkterne P, Q, R er uendelig
fjernt, kan vi uden tab af almenhed forudseet-
te at Q og R ligger i det geometriske plan. Lad
AB skeere cirkel ADR igen i J, og lad DE skee-
re cirkel ADR igen i K. Det folger sd af ZAJR =
ZADR = ZADC = LABC, /DKR = ZDAR =
/DAF = /DBF og /KJR=/KDR=/ZEDC =
ZEBC = ZEBQ, hvor vinklerne er regnet med
fortegn og modulo 180°, at trekanterne EBQ og
JKR har parvis parallelle sider. De er da forbun-
det ved en multiplikation ud fra JBNKE = P
hvis P ligger i det geometriske plan, og en paral-
lelforskydning hvis P er uendelig fjernt. Der-
med ligger P, Q, R pa linje. (At de ensvinklede og
ens orienterede trekanter EBQ og JKR har et
»perspektivcentrume, er alternativt det sertilfeelde af Desagues’ omvendte saetning, ovelse 2.2,
hvor »perspektivaksen« er uendelig fjern).
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7.2 Qvelse: Brianchons saetning

Hvilken saetning er dual til Pascals?

Denne setning kaldes Brianchons setning, og det punkt hvis eksistens den slér fast, den om-
handlede sekskants brianchonpunkt.

Pascals satning bevarer sin gyldighed i greensen B — A nar siden AB i denne graense forstas
som tangenten i A. Dét geelder ogsa hvis mere end ét par af nabohjerner vokser sammen péa
denne méade. Hvis for eksempel AB = DE, sa skeeringspunktet ikke er defineret, findes der et
feelles punkt for AB og DE som ligger pa samme linje som et feelles punkt for BC og EF og et
feelles punkt for CD og FA. Det tilsvarende geelder Brianchons setningndr anbigrensen b — a
forstas som det feelles roringspunkt. Se ogsd bemeerkning 2) side 20 til lesningen til opgave 9.7.

Da sammenhangene i disse s@tninger er uendrede ved en projektiv transformation, geelder
de for ikke blot cirkler men vilkarlige keglesnit. Hvis keglesnittet erstattes med to linjer, f&r man
Pappos’ seetning. Dette er forventet fordi to linjer med et feelles punkt i det geometriske plan kan
ses som en »uendelig spids« hyperbel. Tilfeeldene hvor linjerne er parallelle eller den ene af dem
uendelig, f&s som greensetilfeelde af denne figur. Betingelserne i Pascals og Brianchons sztnin-
ger er desuden ikke blot tilstraekkelige men ogsa nedvendige: Hvis punkterne A, B,C,D, E, F er
forskellige, og ikke tre af dem ligger pé en linje, og P = ABNDE, Q=BCNnEF, R=CDnFA
ligger pa samme linje, sé ligger A, B,C, D, E, F pa samme keglesnit. Dette kan udnyttes til at
konstruere et keglesnit ud fra fem af dets punkter, jeevnfor de afsluttende bemaerkninger i af-
snit 4: Nér A, B,C, D, E og dermed P = AB N DE ligger fast, og Q og R bevager sig pa BC og CD
sa B, Q, R ligger pa en linje, beskriver F = AR N EQ keglesnittet gennem A, B,C, D, E. Den duale
seetning lyder at hvis linjerne a, b, ¢, d, e, f er forskellige, og ikke tre af dem gar gennem samme
punkt, og hvis linjerne (anb)(dne), (bnc)(en f), (cnd)(f Nna) gar gennem samme punkt, rarer
a,b,c,d,e, f samme keglesnit.

8 Litteratur

I Milivoje Luki¢: Projective Geometry indferes dobbeltforhold (ogsa kaldet anharmonisk forhold,
engelsk cross ratio) og perspektivisk afbildning (engelsk perspektivity), som ofte medes i litte-
ratur om projektiv geometri men ikke er anvendt her. En del af seetningerne i det foregdende
bliver dér bevist ved regning med dobbeltforhold.
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9 Opgaver

9.1 Opgave
I firkant ABCD ligger punktet M; pa linjen AB, og der gelder M, = BC n DM,
M3 = CDn AM; og sa videre med cyklisk ombytning af A, B, C, D. Vis M3 = M.

(Lukié¢ 7%)

9.2 Opgave

I trekant ABC ligger punkterne K og N pa linjen BC, punktet L pd linjen AB, og punktet M pa
linjen AC. Alle de naevnte punkter er forskellige. Linjerne KM og LN skeerer hinanden i et punkt
O som hverken er L eller M. Linjerne CO og LK skeerer hinanden i et punkt B;, og linjerne BO
og M N ietpunkt C;. Vis at AO, BB;, CCj har et feelles punkt.

(Kasakhisk olympiade 2002-2003 almengjort).

9.3 Opgave

I trekant ABC er D og E punkter pé siderne AB og AC s& DE || BC og P et indre punkt i tre-
kant ADE. Linjerne BP og CP skeerer DE i F og G. Vis at A ligger pé cirklerne PDG’s og PFE’s
radikalakse.

(Luki¢ 9)

9.4 Opgave

Lad der veere givet en trekant ABC og to punkter X og Y som ikke er A, B eller C. Linjerne
AX,AY,BX,BY,CX,CY er forskellige. Lad der geelde P4 = BXNnCY 0og Q4 = BY N CX, oglad
Pg,Qp, Pc, Q¢ veere defineret tilsvarende med cyklisk ombytning af A, B, C. Visat P4Q 4, PgQp, PcQ¢c
har et feelles punkt.

(Del af Crux 2469 og 2470 almengjort)

9.5 Opgave

Lad A, B, C vaere forskellige punkter pd en linje og P, Q, R, S forskellige punkter uden for linjen
sd C, P Q ligger pa en linje og C,R, S pé en linje. Lad der gelde E = APN BQ, F = AQnN BP,
G=ARNBS, H=ASNBR.Vis at AB, EF, GH har et felles punkt.

(Luki¢ 5 almengjort)

4 Opgavenumre i Milivoje Luki¢: Projective Geometry, henviser til en tidligere udgave, som ikke laengere er tilgzen-
gelig.
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9.6 Opgave

Lad A, B, C, D veere forskellige punkter pa en linje og E, F, G, H forskellige punkter pa en linje.
Lad O vere et punkt uden for begge linjer s& {O,A, E}{O,B,F},{0,C,G},
{O, D, H} ligger pa hver sin linje. Vis at hvis {A, B} og {C, D} er harmonisk konjugerede, sa er
{E, F} og {G, H} harmonisk konjugerede.

Bemcerkning: Afbilningen af A, B,C,D i E, F,G, H er et eksempel pa en perspektivisk afbildning
fra en linje til en anden. Resultatet viser at harmonisk konjugation bevares ved perspektivisk
afbildning. Mere alment bevares dobbeltforhold (se Luki¢’ noter) ved perspektivisk afbildning.

9.7 Opgave

Trekant ABC’s indskrevne cirkel rorer siderne BC, CA, AB i punkterne M, N, P. Vis med en pro-
jektiv transformation at linjerne AM, BN, CP har et feelles punkt. Hvad er det duale resultat?
(Luki¢ 17 udvidet)

Bemcerkning: Det forste af de to resultater kan ogsa — og méske nemmere — udledes af Cevas
seetning. Punktet er trekantens Gergonnepunkt.

9.8 Opgave

Lad M N med midtpunkt P vere korde i en cirkel, og lad AB og CD vere korder gennem P sa
alle de neevnte punkter er forskellige, og AC } M N. Vis at AC og BD skeaerer M N i punkter som
ligger lige langt fra P.

(Sommerfuglesatningen, Lukic 8)

9.9 Opgave

Find det geometriske sted for P som bevaeger sig sa P’s polarer med hensyn til tre ikke skaerende
cirkler har et feelles punkt.

(Universitetsoptagelsesprove 1940 gengivet i Crux 23, 129 (1997)).

9.10 Opgave

Lad € veere en cirkel med centrum O og diameter AB, oglad M vere et punkt pd AB’s forlen-
gelse s M A > MB. En linje gennem M som ikke er linjen AB, skeerer € i C og D s& MC > MD.
Trekanterne OAC’s og OBD’s omskrevne cirkler skeerer hinanden i O og K. Vis OK 1L MK.

(Iransk olympiade 1997).
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9.11 Opgave

Lad i en indskrivelig firkant ABCD med AD # BC diagonalerne AC og BD skere hinanden i
E og linjerne AD og BC hinanden i F. Midtpunkterne af AB og CD er G og H. Vis at EF rorer
cirklen gennem punkterne E, G og H.

(Opgave G4 i IMO-kortlisten 2009)

Folgende sporgsmaél leder gennem en variant af kortlistens losning 3 med brug af resultater fra
teksten her.

1. Lad X og Y veere E’s spejlbilleder i G og H. Gore rede for at EF rorer cirkel EGH hvis den
rorer cirkel EXY.

2. Brug Pappos’ seetning, evelse 2.3, til at vise at F, X, Y ligger pd en linje. Gor rede for at EF
s& rorer cirkel EXY hvis XF-YF = EF?.

3. Ifelge seetning 6.1 er E og F konjugerede med hensyn til cirkel ABCD. Brug dette til at
vise XF-YF = EF~.

9.12 Opgave

Firkant ABCD er indskrevet i en cirkel med centrum O. Linjerne AB og CD skerer hinanden i
punktet E, oglinjerne AC og BD hinanden i punktet F. Trekanterne ADF’s og BCF’s omskrevne
cirkler mgdes foruden i F i et punkt H som ikke er O. Vis EH | FH.

(Luki¢ 20)

9.13 Opgave

En konveks firkant ABCD er bade indskrivelig og omskrivelig, og siderne AB, BC,CD, D A rorer
den indskrevne cirkel i punkter P, Q, R, S. Vis at den om- og indskrevne cirkels centre, diagona-
lernes skeaeringspunkt og skaeringspunktet mellem linjerne PR og QS ligger pa en linje.

(Crux 3256)

9.14 Opgave

I den indskrivelige konvekse firkant ABCD er P skeeringspunktet mellem ZDAB’s og ZABC’s
halveringslinjer. Punkterne Q, R, S er defineret tilsvarende med cyklisk ombytning af A, B,C, D,
og det antages at punkterne P, Q, R, S er forskellige. Vis: a) Firkant PQRS er indskrivelig. b) Dia-
gonalernes skaeringspunkt i firkant ABCD og centrene for firkanterne ABCD’s og PQRS’s om-
skrevne cirkler ligger pa en linje. ¢) PR L QS.

(Crux 2978).

9.15 Opgave

En trekant ABC og et punkt T som ikke er B eller C, er givet. Lad P og Q betegne projektionerne
af T pd AB og AC og R og S projektionerne af A pd BT og CT. Alle de naevnte punkter er
forskellige. Vis at PS og QR medes pd linjen BC.

(Luki¢ 11)
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9.16 Opgave

En linje gennem et punkt M skeerer siderne BC,CA, AB i en trekant ABC i punkter A;, By, Cy,
og linjerne AM,BM,CM skeaerer ABC’s omskrevne cirkel i punkter A,, By, C,. Alle de naevnte
punkter er forskellige, og ingen af linjerne A, A, B1 B2, C1 C, er tangent til den omskrevne cirkel
eller indeholder andre af de navnte punkter. Vis at disse linjer har et feelles punkt som ligger pa
den omskrevne cirkel.

(Luki¢ 12)

9.17 Opgave

I trekant ABC, som ikke er ret, er BE og CF hejder. To cirkler gennem punkterne A og F rorer
linjen BC i forskellige punkter P og Q. Vis at linjerne PE og QF skeerer hinanden pa trekant
AEF’s omskrevne cirkel.

(Opgave G4 i IMO-kortlisten 2008 let almengjort)

Los opgaven ved at anvende Pascals seetning pa trekant AEF’s omskrevne cirkel. Dette er kort-
listens lgsning 2.
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10 Lesninger

Qvelse 1.1

Gennem to forskellige punkter A og B i det geometriske plan gar der netop én linje. Hvis A
ligger i det geometriske plan, og B er uendelig fjernt, ligger B pé en linje [ som ikke er den
uendelig fjerne. En linje i det geometriske plan gar gennem A og B hvis og kun hvis den gér
gennem A og er parallel med [. Dette opfylder netop én linje i det geometriske plan, og den
uendelig fjerne linje gar ikke gennem A. Hvis A og B begge er uendelig fjerne, gar den uendelig
fjerne linje gennem dem begge, og det gor ingen linje i det geometriske plan fordi den kun har
ét uendelig fjernt punkt.

Hvis to forskellige linjer I og m i det gemetriske plan ikke er parallelle, har de netop ét feelles
punkt i det geometriske plan, og deres uendelig fjerne punkter er forskellige. Er de parallelle,
har de ingen feelles punkter i det geometriske plan og samme uendelig fjerne punkt. Hvis [
ligger i det geometriske plan, og m er den uendelig fjerne linje, er I’s uendelig fjerne punkt
eneste feelles punkt for de to linjer.

Ovelse 2.2

De to forste afsnit af beviset for den direkte saetning geelder uendret. Dermed findes punkterne
P,Q, R som defineret dér. Hvis P 14 p4 BB',14 A, A’ ogsa pa BB'. Altsé ligger B, B', P ikke pé linje,
og tilsvarende ligger C, C’, Q ikke pé linje. Hvis P 14 pd BC, 14 ogs& A pa BC. Altsé ligger B, C, P ik-
ke pa linje, og tilsvarende ligger hverken punkterne B, C, Q, punkterne B’, C’, P eller punkterne
B',C’,Q pélinje. Dermed opfylder B, B, P,C,C’, Q det ssamme som antagetom A, B,C, A’, B, C'.
Hvis P, Q, R ligger pa linje, har BC, B'C’, PQ det falles punkt R. Ifolge den direkte setning ligger
BPNCQ=AB'PnC'Q=A",0=BB'nCC’ séa palinje, og AA’, BB',CC’ har det faelles punkt O.

Sé til spergsmalet om dualitet: Lad os sige at tre punkter A, B, C som ikke ligger pa linje, og tre
linjer a, b, c som ikke har noget felles punkt, horer til samme trekant hvis A og a, B og b, C
og ¢ er par af modstdende hjorner og sider i en trekant. Dette er en tilordning én til én mel-
lem alle tripler A, B, C af punkter som ikke ligger pa linje, og alle tripler a, b, ¢ af linjer som ik-
ke har noget feelles punkt. Dermed er hvert udsagn om tre punkter som ikke ligger pa linje,
samtidig et udsagn om tre linjer som ikke har noget felles punkt, og omvendt. Det ses og-
sd at sammenhaengen mellem tripler A, B,C og a, b, c herende til samme trekant er givet ved
a=BC,b=AC,c=AB (1) eller A=bnc¢,B=anc,C=anb (2), som svarer til hinanden ved
den duale ombytning af »punkt« og »linje« og »ligger pé« og »gar gennemc. (Bevis for at tilord-
nngen findes og er én til én mellem alle tripler af hver slags, gemmer jeg til sidst). Fra nu af er
det underforstéet at punkterne A, B, C og linjerne a, b, ¢ hearer til samme trekant, og A’, B', C’ og
a',b', ¢ haerer til samme trekant.

At for eksempel A, B, A" ikke ligger pa linje, vil sige at A’ ikke ligger pa c. Derfor kan dén anta-
gelse at hverken tre af punkterne A, B, A', B', tre af punkterne A, C, A, C' eller tre af punkterne
B,C, B',C’ ligger pé linje, ogsa udtrykkes sddan her: For intet par (X, x') eller (X', x), hvor X star
for A,B eller C, og x for a, b eller ¢, og X og x ikke svarer til hinanden som stort og lille bogstav,
ligger X pa x. Her er der symmetri mellem punkter og linjer, s& antagelsen kan ogsa udtrykkes
sadan her: Hverken tre af linjerne a, b, a/, b', tre af linjerne a, ¢, @, ¢’ eller tre af linjerne b, ¢, b, ¢’
har noget feelles punkt. Antagelsen er altsd den samme hvad enten den udtrykkes i den oprin-
delige eller den duale form, og den omvendete til Desargues’ seetning kan udtrykkes sddan at det
med denne antagelse gaelder at hvis ana’, bnb’, cn ¢’ ligger pa linje, har CC’, BB, AA’ et feelles
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punkt. Da A, B, C fas af a,b,c og A', B',C' af @', b', ¢’ med tilordningen (2), er denne seetning den
duale til Desargues’.

Jeg slutter med bevis for at tilordningen givet ved (1) eller (2) findes og er én til én mellem
alle tripler A, B,C af punkter som ikke ligger pa linje, og alle tripler a, b, ¢ af linjer som ikke
har noget feelles punkt. Til det formal kalder jeg sddanne tripler for trekanttripler. Nar A, B, C
er et trekanttripel, er A, B, C forskellige, for hvis to af dem var det samme, ville der gé en linje
gennem dette og det tredje punkt. Dermed findes linjerne i (1). Hvis a, b, c havde et feelles punkt
X, ville der enten geelde A= B = C = X sd A, B,C 1a pa enhver linje gennem X, eller vi ville for
eksempel have A # X. Da b, ¢ sa ville indeholde bade A og X, ville b, c veere identiske med AX,
og B, C ville ligge pd AX sammen med A. Altsé er a, b, ¢ et trekanttripel. Nar vi i det foregdende
bytter om pa »punkt« og »linje« og »ligger pd« og »gar gennemg, ser vi at tilordningen (2) findes
og giver et trekanttripel A, B,C. Da B, C givet ved (2) er forskellige og ligger pa a, har vi BC =
a og tilsvarende AB = ¢, AC = b. For hvert trekanttripel a, b, ¢ giver (2) altsa et trekanttripel
A, B,C som giver a,b,c med (1). Dermed fas hvert trekanttripel a, b, c med (1) af ét og kun ét
trekanttripel A, B, C, og (2) er den omvendte tilordning.

Qvelse 2.3

Da A # B, ville A’ ligge pd AB = [ hvis A, B, A’ 14 pa linje. Da A’ ogsé ligger pa m, ville vi sa have
A’ = In m. Altsé ligger A, B, A’ ikke pa linje. Alment ligger hverken tre af punkterne A, B, A’, B/,
tre af punkterne A, C, A, C’ eller tre af punkterne B, C, B’,C’ pa linje. Med argumenter som i de
to forste afsnit af beviset for Desargues’ setning med linjer som AB skiftet ud med linjer som
AB' og tripler som A, B, C skiftet ud med tripler som A, B’,C’ finder man s& at P = AB'n A’B,
Q=AC'nA'C,R=BC'nB'C, PQ findes og er forskellige, og intet af punkterne A, B,C, A', B, C’
ligger pa PQ. (Ga selv de to afsnit igennem for at se hvad der skal skiftes ud).

Som i beviset for Desargues’ setning er det til-
straekkeligt at se pd det tilfeelde hvor P, Q er uen-
delig fierne, og A, B,C, A, B', C’ sé ligger i det geo-
metriske plan. Da P er uendelig fjernt, og AB’, A'B
skeerer [ i forskellige punkter A, B, harvi AB" || A’B.
Dermed fés linjestykket AB’ af linjestykket BA’
ved en afbildning 97 som er en multiplikation ud
fra O hvis O ligger i det geomtriske plan, og en
parallelforskydning langs en line gennem O hvis O
er uendelig fjernt. Tilsvarende fas linjestykket C A’
aflinjestykket AC’ ved en sddan afbildning 95. Nar
disse to afbildninger udferes efter hinanden, af-
haenger resultatet ikke af raekkefolgen, og den sammensatte afbildning er af samme slags. Af-
bildningen 9 efterfulgt af afbilningen 9, forer B over i C, og afbildningen 9> efterfulgt af af-
bilningen 97 forer C’ over i B'. Den sammensatte afbildning forer sa linjestykket BC' over i
linjestykket B'C, og vi har BC' || CB’. Dermed ligger punktet R p& den uendelig fjerne linje
sammen med B, Q.

Den duale til Pappos’ seetning lyder: Hvis forskellige linjer a, b, c gar gennem et punkt L, og for-
skellige linjer a',b', ¢’ gennem at andet punkt M, og a,b,c,a’,b’,c' # LM, sd har (anb')(a’' N b),
(anc)(d nc),(bnc)(b' nc) et feelles punkt. Dette vil blive vist at folge af Pappos’ seetning. Nar
man i beviset bytter op pa »punkt« og»linje« og »ligger pa« og »gar gennemc, har man sa et bevis
for at Pappos’ setning folger af den duale. Dermed er de to setninger ensbetydende. Pappos’
seetning er med andre ord dual til sig selv.
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Bevis for den duale ud fra Pappos’ scetning: Med de duale argumenter til dem i forste afsnit
finder vi at hverken tre af linjerne a, b, a’, b', tre af linjerne a, ¢, @', ¢’ eller tre af linjerne b, ¢, b’, ¢’
har et feelles punkt, og at X = anb,Y =d nb Z=ancd,W=dncU=bnc,V=>bnc,
p=XY,q=YZ,r=UV,N = pngq findes. Hvis L14 pad bade a og &', ville L vaere feelles punkt for
a,b,a’. Derfor har vi L # an a’ og tilsvarende M, X, Y, Z,W # ana'. Da M sa ikke ligger pi a,
og ML,b' = MX,c' = MZ er forskellige, er L, X, Z forskellige. Tilsvarende er M, W, Y forskellige.
Altsa opfylder L, X, Z, M, W, Y antagelserne i Pappos’ setning, og N ligger pa UV sé p, g, r har
punktet N feelles.

Qvelse 5.1

Hvis en linje [ hverken er den uendelig fjerne linje eller gar gennem O, er [ kun polar til et
punkt P som hverken er O eller uendelig fjernt. Hvis Q sd er P’s inverse punkt, gaelder [ 1. OP
hvis og kun hvis / L OQ. Dette og at [ gdr gennem Q, er opfyldt af netop ét punkt Q nemlig
O’s projektion pa [/, og dermed af netop ét punkt P. Den uendelig fjerne linje er polar for O
og ikke for noget punkt i det geometriske plan. Hvis / gdr gennem O, kan [ kun veere polar til
et uendelig fjernt punkt. Dette punkt P har / som polar hvis og kun hvis der geelder / L OP,
og dette opfylder netop ét uendelig fjernt punkt P nemlig det uendelig fjerne punkt pé linjen
gennem O vinkelret pa .

Qvelse 5.3

Hvis man i en seetning skifter ethvert punkt ud med sin polar, og enhver linje med sit pol, gelder
ifolge seetning 5.2 ethvert »ligger pa« eller »gadr gennem« i den nye,
»duale«, seetning hvis det tilsvarende »gér gennemc eller »ligger pa« geelder i den oprindelige
seetning. Hvis en setning gaelder, gelder derfor ogsa den duale szetning.

Hvis punktet P ikke er cirklens centrum O eller det uendelig fjerne punkt, ligger P’s inverse
punkt Q pa, uden for og inden i cirklen hvis P ligger p4, inden i og uden for cirklen. Dermed har
P’s polar [ ét, ingen og to punkter feelles med cirklen i de tre tilfeelde. Hvis der geelder P = O, er [
den uendelig fjerne linje og har sa ingen punkter feelles med cirklen. Hvis P er et uendelig fjernt
punkt, gar [ gennem O og har sa to punkter feelles med cirklen. Alti alt har [ dermed ét, ingen
og to punkter feelles med cirklen nar P ligger p4, inden i og uden for cirklen. Seerlig er, som ogsa
er indset tidligere, / tangent til cirklen hvis P ligger pa cirklen.

Qvelse 5.4

Tangenternes skeeringspunkt er pol til QR, som indeholder P. Ifplge seetning 5.2 ligger det sd pa
P’s polar.

Qvelse 6.2

I den transformerede figur er det &benlyst fordi den er spejlsymmetrisk om OQ’ og OR’. Et mere
formelt argument, som samtidig viser dualiteten mellem sztning 6.1 og det at [, m, n danner
en polartrekant, er dette: Tangenterne a, b, ¢, d er polarer til punkterne A, B, C, D. Tangenternes
skeeringspunkter er sé poler til sekanterne AB, AC, ..., oglinjerne I, m, n polarer til sekanternes
skeeringspunkter P, Q, R. Dermed er [, m, n siderne i polartrekanten PQR.
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Qvelse 7.2

For en vilkarlig sekskant ABCDEF omskrevet cirklen er sidernes roringspunkter hjorner i en
indskrevet sekskant GHIJK L. Hjornerne i ABCDEF er sa poler til siderne i GHIJKL, og linjer-
ne gennem modstdende hjorner i ABCDEF polarer til skeeringspunkterne mellem modstéen-
de sider i GHIJLKL. Da disse skeeringspunkter ligger pé en linje ifolge Pascals seetning, modes
linjerne gennem modstédende hjorner i ABCDEF i denne linjes pol. Som dual til Pascals seet-
ning har vi dermed Brianchons sceetning: Hvis sekskant ABCDEF er omskrevet en cirkel, har
diagonalerne AB,CD, EF et feelles punkt. At ABCDEF er »omskrevet« en cirkel betyder i den-
ne forbindelse kun at for eksempel linjen AB rorer cirklen. Reringspunktet behgver ikke vaere
indre punkt af linjestykket AB.

Opgave 9.1

Da enhver firkant kan transformeres projektivt til et parallelogram (endda et kvadrat), kan
ABCD uden tab af almenhed antages at veere et parallelogram. Vi kan s& betragte linjen AB
som en talakse med begyndelsespunkt A og enhedspunkt B og definere tallet x; som M;’s koo-
ordinat pa denne akse. Det uendelig fjerne punkt pa AB kan tilskrives koordinaten co. Vi kan
definere x», x3, ... tilsvarende med cyklisk ombytning af A, B, C, D. Af ensvinklede trekanter fas
sd Xp41 = (xp — 1)/ xy, for x, # 0,1,00. Simple geometriske overvejelser giver x,:1; = 00,0,1 for
Xn =0,1,00. Heraf folger i alle tilfeelde x,,+3 = x,, og dermed x;3 = x; fordi 13 — 1 er deleligt med
3. Fordi 13 — 1 er deleligt med 4, ligger M;3 og M; begge pa AB. Dermed M3 = M;.

Opgave 9.2

\ \ Punktet O ligger ikke pa AB, for sé ville N lig-

| /‘ ! .
! ! ge pd AB og dermed vere det samme punkt
- A : som B. Tilsvarende ligger O ikke pa AC. Punk-
B B B = tet O ligger heller ikke pa BC, for sé ville enten
! W 2 ﬂ: Leller M ogsé ligge pd BC og dermed veere det
ll ll samme punkt som B eller C. Med en projektiv

l: WV l: O —» transformation kan punkterne A og O laegges

| K M, uendelig fjernt. Da O ikke liggger p& AB eller

V / : o AC, ligger B og C sd i det geometriske plan.

ﬁll B0y Tor ll\ ! Det samme gor L og M fordi de er punkter pa

AB og AC som ikke er A, og K og N fordi de er

punkter pd MO og LO som ikke er O. Med B’ = ABN CO og C' = ACn BO har vi sd BB' | CC’

og BC' || CB' | KM || NL. Vi kan desuden indfere B, = NM n CO og C, = KLn BO. Siderne af

trekanterne BKC, og C'MC; pa BO forholder sig da til siderne af trekanterne CKB; og CM B,
pé CO som de to forstnaevntes feelles hojde til de to sidstnaevntes. Vi har s&

BC, C'C —_—
— =—=, eller CC;-BiC=BC;-BC.
BiC B,C

Af trekanterne CNB», B'LBy, BNCj, BLC, fas tilsvarende BB’ - m = ﬁ . E sa vi har

C'C,-B,C=B,B-BC,.
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Nar begge sider af denne ligning traekke fra B—C{ : ﬁ', far man
BC'-BiC=B'C-BC;,
og da der geelder ﬁ = B_’C’, folger heraf
B,C=BC;.
Dette medferer BB; | CC; sa BB; og CC; modes pa den uendelig fjerne linje AO.

Bemcerkning: Ifolge Desargues’ seetning og dens omvendte anvendt pé trekanterne BB; B’ og
CC,C' er opgavens pastand ensbetydende med at BC, B; Cy, B'C’ har et feelles punkt. Ogsa det-
te folger i den transformerede figur af ﬁ? = ﬁ Punktet er dér BC’s midtpunkt. Det ses at
veere harmonisk konjugeret til skeeringspunktet mellem BC og AO, som er BC’s uendelig fjerne
punkt i den transformerede figur, med hensyn til B og C.

Opgave 9.3

Da F ligger pa korden DG i cirkel PDG, er F etindre punkt i cirklen, og dén og cirkel PFE skaerer
hinanden i et punkt Q foruden P. Det skal sé vises at A, P, Q ligger pa en linje. Med ] = BPNDQ
og K = CP N EQ folger dette af Desargues’ seetning anvendt pa trekanterne BDJ og CEK hvis vi
kan vise JK || DE. Lad os dertil indfere T = DEn PQ. Da T ligger pa cirklernes radikalakse PQ,

har vi
ITF| _|TG]

ITD| ~ |TE|’

Punktet F deler altsa linjestykket T'D i samme forhold som punktet G deler linjestykket TE i.
Den affinitet med akse PQ og retning DE som afbilder D i E, afbilder s F i G og dermed J i K.
Heraf folger /K || DE.

|TD|-|TG|=|TE|-|TF|, eller

Opgave 9.4

Da AX og AY er forskellige, er AXY en ikke udartet trekant. Dermed er X og Y forskellige,
og XY forskellig fra AX og AY. Tilsvarende er XY forskellig fra BX,BY,CX,CY. Pastanden
folger s& umiddelbart af Pappos’ setning i dens duale form anvendt pa de to set af linjer
(AX,BX,CX) og (AY,BY,CY).

Opgave 9.5

Med K = ABNEF og L= ABn GH folger det af afsnit 3 at bade K og L er C’s harmonisk konju-
gerede med hensyn til A og B. Dermed K = L.

Opgave 9.6

Lad p veere den linje som indeholder A, B,C, D, lad g vere den linje som indeholder E, F, G, H,
lad k veere den linje som indeholder O, A, E, lad [ veere den linje som indeholder O, B, F, lad m
veere den linje som indeholder O, C, G, og lad n veere den linje som indeholder O, D, H. Uden
tab af almenhed kan vi antage at n er den uendelig fjerne linje. Da O ikke ligger pa p, er D sa
det eneste uendelig fjerne punkt pa p. Tilsvarende er H det eneste uendelig fjerne punkt pé q.
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Linjerne k, I, m er sé ikke uendelig fjerne. Da de har det uendelig fjerne punkt O felles, er de
da parallelle. Hvis {A, B} og {C, D} er harmonisk konjugerede punktpar, er C s& midtpunktet af
linjestykket AB. Dermed ligger m midt mellem k og [, s& G er midtpunktet af linjestykket EF,
og {E, F} og {G, H} er harmonisk konjugerede punktpar.

Opgave 9.7

Lad A'B’C’' veere en ligesidet trekant omskrevet ABC’s indskrevne cirkel og M’, N’, P’ cirklens
roringspunkter med B'C’, C' A’, A’ B'. En projektiv transformation afbilder A, M, N,Pi A’,M',N', P'.
Derved afbildes cirklen i det keglesnit som rarer A'B"i P’ og C'A’i N’ og gér gennem M’, altsd
cirklen selv. Cirklens tangent BC i M afbildes i cirklens tangent B'C’ i M’. Dermed afbildes B =
ABNBCiB' = A'B'nB'C’. Tilsvarende C. Altialt afbildes A, B,C, M,N,Psai A',B',C',M',N', P'.
Da A'M’, B'N’,C' P gar gennem cirklens centrum O, gdr AM, BN, CP sa gennem O’s billede ved
den omvendte transformation.

Ved at erstatte punkter med deres polarer og linjer med deres poler ser man at det duale resultat
erat ABNMN, BCn NP, CAn PM ligger pa en linje. Her er det benyttet at NB,PM,MN er
polarer til A, B, C ifolge iagttagelsen efter gvelse 5.3.

Bemcerkninger: 1) Losningen viser at enhver trekant kan transformeres til en ligesidet trekant
med en projektiv transformation som lader den omskrevne cirkel ucendret, og enhver trekant
kan transformeres til en ligesidet trekant med en projektiv transformation som lader den ind-
skrevne cirkel ucendret. Transformationerne er forskellige medmindre trekanten er ligesidet. 2)
Resultaterne kan ses som graensetilfeelde af Brianchons og Pascals seetninger hvor par af punk-
ter pa cirklen ligger uendelig teet.

Opgave 9.8

Hvis E er midtpunkt af én af cirkelbuerne M N, findes der en projektiv transformation som af-
bilder E i sig selv, korden M N i en diameter XY parallel med MN og tangenterne i M og N i
tangenterne i X og Y. Denne transformation afbilder cirklen i det keglesnit som géar gennem
X,Y,E oghar tangenter i X og Y parallelle med PE, altsa cirklen selv. Skeeringspunktet Q mel-
lem tangenterne i M og N afbildes i skeeringspunktet Q' mellem tangenterne i X og Y, som er
det uendelig fjerne punkt pa PE. Dermed afbildes P, som er skeeringspunkt mellem EQ og MN
i skaeringspunktet mellem EQ' og XY, som er cirklens centrum O. Hvis A’, B’,C’, D' betegner
billederne af A, B,C, D, er A'B’ og C' D' sa diametre. En 180° drejning om O vender diametrene
XY, A'B',C'D'sa XY afbildesisigselvog A'C’ og B'D' og dermed disses skeringspunkter med
XY ihinanden. Skeeringspunkterne er da harmonisk konjugerede med O og det feelles uendelig
fjerne punkt U for MN og XY. Ved betragtning af den omvendte transformation folger det at
skeeringspunkterne mellem M N og henholdsvis AC og BD er harmonisk konjugerede med P
og U og altsa ligger lige langt fra P.

Opgave 9.9

Opgaven diskuteres uden indskraenkning til det tilfeelde hvor cirklerne ikke skeerer hinanden,
og det underforstas at alle de punkter der omtales i det folgende, ligger i det geometriske plan.
Lad C og r veere centrum og radius for én af cirklerne. Punkterne P og Q er konjugerede med
hensyn til denne cirkel hvis og kun hvis Q’s projektion Q' pd CP er P’s inverse punkt, altsd
ﬁ)@ =|CP|-|CQ’| = r?. Dette kan skrives som | CM|>*—|MP|? = r?, hvor M er PQ’s midtpunkt.
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For at denne ligning er opfyldt for alle tre cirkler, er det nedvendigt at M’s potens |CM|? — r?
har samme veerdi p med hensyn til dem alle. Hvis dét er opfyldt, og der geelder [MP|? = p,
er ligningen opfyldt for alle cirklerne. Dermed er P’s spejlbillede i M sa konjugeret til P med
hensyn til dem alle. Alts& har P et feelles konjugeret punkt med hensyn til alle cirklerne hvis
og kun hvis der findes et punkt M med samme potens p med hensyn til alle cirklerne, og der
gaelder [MP|? = p.

Et punkt har samme potens med hensyn til alle cirklerne hvis og kun hvis det er felles for to
radikalakser. Det ligger s& ogsa pé den tredje radikalakse. Lad os forst antage at netop ét punkt
M opfylder dette. Dét er tilfeeldet hvis og kun hvis to radikalakser er forskellige og ikke parallelle,
altsa hvis og kun hvis cirklernes centre ikke ligger pé en linje. Lad p veere cirklernes potensi M.
For p > 0 har P sd et feelles konjugeret punkt med hensyn til alle cirklerne hvis og kun hvis P
ligger pé cirklen med centrum M og radius ,/p. For p = 0 er det opfyldt for P = M og ikke af
andre punkter P, og for p < 0 er det ikke opfyldt af noget punkt P. For p > 0 ligger M uden
for cirklerne, for p = 0 gar cirklerne gennem M, og for p < 0 ligger M inden i cirklerne. Det er
tilstraekkeligt til men ikke nedvendigt for at M ligger uden for cirklerne, at intet punkt er feelles
for to af dem, fordi radikalaksen for hvert par af cirkler s ligger uden for disse to cirkler.

Huvis cirklernes centre ligger pd en linje [, er radikalakserne vinkelrette pd I. Hvis to af dem er
forskellige, findes der sa intet punkt M med samme potens med hensyn til alle tre cirkler og
dermed intet punkt P som har et feelles konjugeret punkt med hensyn til dem alle. Antag at
en linje m er radikalakse for to par af cirkler og dermed for det tredje par. Lad os indfere et
koordinatsystem med forsteakse pa [ og andenakse pa m og kalde begyndelsespunktet for O og
cirklernes feelles potens i O for py. Et punkt M har samme potens p med hensyn til alle cirklerne
hvis og kun det ligger pa m og alts har koordinater af formen (0, ), og der gaelder s& p = po+a®.
Hvis P’s koordinater betegnes med (x, y), kan ligningen M P2 = p skrives x4+ V- a)? = po+ a?,
eller 2ay = x>+ y* — py. For y # 0 har denne ligning en lesning med hensyn til a. For y = 0 bliver
den til x? = py og har s4 to, én eller ingen lesninger med hensyn til x afhaengig af py’s fortegn.
Puntet P har altsé et feelles konjugeret punkt med hensyn til alle cirklerne hvis det ikke ligger pa
l. Desuden geelder det for to, ét eller ingen punkter pa [ atheengig af py’s fortegn. For py > 0 er
intet punkt feelles for to af cirklerne. Dét ses af at en cirkels skeeringspunkter med forsteaksen
har forstekoordinater x; og x, som opfylder x;x» = pg. For pg = 0 er O feelles tangent for alle
cirklerne, og for pg < 0 er punkterne (0, +,/=po) faelles punkt for dem alle.

Opgave 9.10

Linjerne AC og BD skerer hinanden i et punkt N i det geometriske plan. Ifplge saetning 6.1 er
M og N konjugerede med hensyn til €. Da N har samme potens med hensyn til cirklerne € og
OAC og samme potens med hensyn til cirklerne 6 og OBD, har N samme potens med hensyn
til alle tre cirkler og ligger sa pa radikalaksen OK for cirklerne OAC og OBD. Af OK - ON =
ON2—-KN-ON = ON? — (ON? - r?) = r2, hvor r er €’s radius, ses det at K og N er inverse med
hensyn til €. Dermed er MK polar til N, og star sa vinkelret p& OK.

Opgave 9.11

1. Da cirkel EXY fas af cirkel EGH ved multiplikation i forholdet 2:1 ud fra E, har de to cirkler
feelles tangenti E.

2. Anvendt pa triplerne A,C,U og B,D,V, hvor U og V er de uendelig fjerne punkter pa AC
og BD, siger Pappos’ setning at F, X, Y ligger pa en linje. (Leeg meerke til at det ikke benyt-
tes af firkant ABCD er indskrivelig. Den behever heller ikke vaere konveks eller egentlig. Da
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midtpunktet af linjestykket EF og G og H er forbundet med F, X, Y gennem multiplikationen
i punkt 1, er resultatet ensbetydende med anvendelsen af lemmaet i kortlistens lgsning 2 pa
den uegentlige firkant ADBC). Ligningen XF-Y F = EF? udtrykker sa at F har potens EF? med
hensyn til cirkel EXY, altsa at EF rarer cirklen.

3. (Forst her benyttes det at firkant ABCD er indskrivelig). Lad O og r vaere centrum og radius
for cirkel ABCD, oglad P betegne vektoren OP for et hvilket som helst punkt P. Der geelder sa
AE-CE = E? — r? og de tilsvarende. Da E og F er konjugerede med hensyn til cirklen, geelder
desuden E - F = r? som vist i lsningen til opgave 9.9. Dermed har vi

=(A-E)-(C-E)+(B-E)-(D-E)
+(A-F)-(D-F)+(B-F)-(C-F)-2(E*+F»)+4E-F
=|AE|-|CE| +|BE|-|DE| + |AF|-|DF| +|BF|-|CF| - 2(E* + F?) + 4r* = 0.

Opgave 9.12

Lad ABCD’s, ADF’s og BCF’s omskrevne cirkler veere betegnet med ¢, %), 6». Nar vinkler reg-
nes med fortegn modulo 180° far man af periferivinkler i %; at der gelder
/AHF = /ADF = ZADB. Af 6, og € fas tilsvarende /FHB = ZACB = ZADB. Vi har sa
/AHB = ZAHF + /FHB = 2/ADB = ZAOB. Dermed ligger A, B, H,O pé en cirkel 43. Til-
svarende ligger C, D, H, O pa en cirkel €.

Da E ligger pa radikalaksen AB for cirkelparret {¢, 63} og radikalaksen CD for {€, 64}, ligger E
paradikalaksen OH for {63, 64}. Af cirklerne €, %6, 6> fés tilsvarende at G = AD n BC ligger pa
FH. Ifolge seetning 6.1 er E pol til FG. Heraf OF | FG ogdermed EH | FH.

Opgave 9.13

Hvis begge par af modstdende sider i firkant ABCD er parallelle, er firkanten et rektangel fordi
den er indskrivelig, og en rombe fordi den er omskrivelig. Den er sa et kvadrat. Diagonalernes
skeeringspunkt, PR N QS og den om- og indskrevne cirkels centre ligger da alle i kvadratets
centrum og dermed pa en vilkarlig linje gennem kvadratets centrum. Antag herefter uden tab
afalmenhed at AB og CD ikke er parallelle. Da ABCD’s sider er tangenter til PQRS’s omskrevne
cirkel i denne firkants hjerner, gar diagonalerne AC og BD gennem PR N QS folge ovelse 6.2.
Dermed er diagonalernes skaeringspunkt og PR n QS det samme punkt E. Lad os indfere F =
ABNCD og G = BCn DA. Med hensyn til ABCD’s omskrevne cirkel er E sa pol til FG ifelge
saetning 6.1. Med hensyn til ABCD’s indskrevne cirkel er PR polar til F og QS polar til G ifelge
iagttagelsen efter ovelse 5.3. Dermed er E = PRNQS pol til FG med hensyn til til den indskrevne
cirkel. Da AB og CD ikke er parallelle, ligger F ikke pa den uendelig fijerne linje, og FG er sa ikke
den uendelig fjerne linje. Linjen gennem E vinkelret p&4 FG gar da gennem centrene for begge
cirkler.
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Opgave 9.14

Da punkterne B Q,R,S er forskellige, har de brudte
linjer APB og DRC enten to skeeringspunkter, som sa er
S og Q, eller de skaerer ikke hinanden. Hvis de ikke skae-
rer hinanden, ligger S pa forleengelserne af linjestykker-
ne AP og DR, og Q pa forleengelserne af linjestykkerne
BP og CR, og de brudte linjer ASD og BQC skaerer sa
hinanden i punkterne P og R. Vi kan derfor uden tab
af almenhed antage at de brudte linjer APB og DRC
skeerer hinanden. Vinklerne P og R i trekanterne APB
og CRD er sa modstédende vinkler i firkant PQRS. Alle
vinklerne i de to trekanter er 2 - 180° tilsammen, og alle
vinklerne undtagen de to naevnte er 360°/2 tilsammen.
Dermed er de to vinkler 2-180° —360°/2 = 180° tilsam-
men, og firkant PQRS er indskrivelig. Dette opfylder a).
Resultatet geelder for enhver konveks firkant, indskrivelig eller e;.

Hvis der geelder AB || DC eller AD | BC, er ABCD etligebenet trapez. Punktet ACN BD og cen-
trene for cirklerne ABCD og PQRS ligger sa pa trapezets spejlingsakse. Dermed er b) opfyldt.
Egenskaben c) folger af at enten PR eller QS ligger pa spejlingsaksen.

Vi kan herefter antage at AB og DC medes i et punkt M og AD og BC i et punkt N, og uden
tab af almenhed kan vi antage at M og N ligger pé linjestykkerne BA’s og D A’s forlaengelser ud
over A. Sa er Q skeeringspunkt for to indre vinkelhalveringslinjer i trekant BCM, og S er skee-
ringspunkt for to ydre vinkelhalveringslinjer i trekant ADM. Dermed ligger Q og S pd ZBMC’s
halveringslinje. Der geelder /BAD = ZABC+ ZBMC fordi begge sider af denne ligning er sup-
plementvinkler til ZBCD. Halvering af alle ligningens vinkler giver /BAS = ZABQ + ZBMQ,
hvor hgjre side er supplementvinkel til ZBQS. Dermed er firkant ABQS indskrivelig. Punktet
M har s samme potens med hensyn til cirklerne ABCD og PQRS, og ligger da pa deres radi-
kalakse. P4 samme made ligger punkterne P og R pad ZCN D’s halveringslinje, og et tilsvarende
argument viser at N ligger pa radikalaksen for cirklerne ABCD og PQRS. Radikalaksen er sa
MN. Centrum O for cirkel ABCD og centrum for cirkel PQRS ligger da begge pa linjen / gen-
nem O vinkelret p& M N. Ifolge seetning 6.1 er ACn BD pol til M N og ligger sa ogsa pa [. Dette
opfylder b).

Hvis T er skeeringspunktet mellem PR og QS, harvi /ZMTN = /MAN-/BMC/2—-/ZCND/2 =
/BAD-(180°- ZABC—-/BCD)/2-(180°- /BCD - /ZADC)/2=/BAD+ /BCD + (LABC +
ZADC)/2-180° =180° +180°/2 — 180° = 90°. Dette opfylder c).

Opgave 9.15

Punkterne P, Q, R, S ligger alle pa cirklen med diameter AT, og der geelder APNRT = B, AQnN
ST = C. Pastanden fplger sa af Pascals saetning anvendt pa& punkterne B A,Q,
R, T,S.

Opgave 9.16

Da A; A, ikke er tangent til den omskrevne cirkel, skearer den cirklen i et punkt X foruden A,
og da A; A, ikke indeholder nogen af de gvrige punkter som er navnt i opgaven, og alle punkter
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neevnt i opgaven er indbyrdes forskellige, er punkterene C, B, By, X, Ay, A indbyrdes forskellige.
Af Pascals setning anvendt pa disse punkter folger det s& at B, X skeerer AC i et punkt pad A; M,
altsd i B;. Dermed gér B; B> gennem X. Tilsvarende gar C; C, gennem X

Opgave 9.17

Fordi trekant ABC ikke er retvinklet, findes trekant AEF’s omskrevne cirklen €. Den gér gen-
nem hejdernes skeeringspunkt H, og E, F, H ligger ikke pd BC. Dermed findes linjerne PE og
QF, og de har hojst ét feelles punkt. Da der geelder BP?> = BA- BF = BQ?, er B midtpunkt af
PQ og dermed forskelligt fra P og Q. Lad U og S betegne ¥’s skeeringspunkter med PA og PE
bortset fra at vi seetter S = E hvis PE rerer 6. Da FA og HE medes i B, og AU og ES i P, folger
det sd af Pascals saetning anvendt pa sekskant FAUHES at U H og SF medes i et punkt pad BP.
Dette punkt er entydigt fordi hverken H eller F ligger pa BP. Hvis vi kan vise at HU gar gennem
Q, kan vi sa slutte at SF gar gennem Q, og dermed at PE og QF skeerer hinandeni S, som ligger
pa<é.

Vi skal altsé vise at HU gér gennem Q. Lad AD vere hejde i trekant ABC. Da denne ikke er
retvinklet, er B og D forskellige. Vi har allerede indset at F og H ikke ligger pa BC. Setlig folger
D # H, og da cirklerne med diametre AD og AH sé ikke begge kan ga gennem F, er P forskelligt
fra D. Dermed er U forskelligt fra P og ligger s& heller ikke p& BC; ellers ville € veere identisk

med cirkel AFP, og der ville geelde D = P. Altsa findes firkanterne PUHD og DHBF. Da disse
firkanter er indskrivelige, har vi

|PA|-|UA|=|DA|-|HA| = |BA|-|FA]|.

Nar dette kombineres med |PA| - |[UA| = |AP|? — |PA| - |PU| og |BA| - |FAl =
|AB|> —|BA|-|BF| = |AB|?> = |BP|?, far vi

|PA|-|PU| =|AP? +|BP|>—|AB|*=2PA-PB=2|PD|-|PB| = |PD|-|PQ].

Trekanterne PAD og PQU er sé ensvinklede. Da bdde QU og HU dermed er vinkelrette pa PA,
gar HU gennem Q som gnsket.
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