Den 36e Nordiska matematiktavlingen

Mandagen, den 4 april 2022

Uppgift 1
Finn alla funktioner f: R — R sadana att

f(f@)f(1—x)) = f(x)  och  f(f(x)) =1~ f(z),

for alla reella x.

Uppgift 2

Staderna i Wonderland dr sammanbundna av végar. Varje gang det finns
en direkt vag mellan tva stader finns det dven ett séitt att resa mellan stdderna
utan att anvdnda den véigen. (For varje par stdder finns det hogst en direkt vég
mellan dem.) Drottningen av Wonderland beordrar sina undersatar att ta fram
en lista Over alla”’jamna” subsystem av vagsystemet, det vill sdga alla system
som bildas av delméngder av mangden vigar, sadana att varje stad &r kopplad
till ett jamnt antal vagar (eventuellt inga alls). For varje sidant subsystem ska
man gora en lista 6ver alla vigar. Om det totala antalet vagar i Wonderland
ar n och det totala antalet subsystem pa listan &r z, hur manga végar finns pa
listan, dér varje vig riknas sa manga ganger som den férekommer?

Uppgift 3

Anton och Britta spelar ett spel med méangden M = {1,2,3,...,n— 1}, dar
n > 5 ar ett udda heltal. Vid varje drag tar Anton ett tal frain M och lagger
det i sin mangd A, och Britta tar ett tal fran M och lagger det i sin méngd B
(bade A och B dr tomma vid spelets borjan). Nar M ar tomt véljer Anton tva
olika tal z1, o fran A och visar dem for Britta. Britta véaljer sedan tva olika tal
y1,y2 fran B. Britta vinner om

n—

(122(x1 —y1)(x2 —92)) 2 =1 mod n,

annars vinner Anton. Finn alla n for vilka Britta har en vinnande strategi.

Uppgift 4

Lat ABC vara en spetsvinklig triangel med omskriven cirkel k£ och medel-
punkt till den omskrivna cirkeln O. En rét linje genom O skér sidorna AB och
AC 1 D respektive E. Beteckna med B’ och C’ spegelbilderna av B respektive
C i punkten O. Visa att de omskrivna cirklarna till ODC’ och OEB’ skéar
varandra pa k.

Skrivtid 4 timmar.
Varje problem ar vart 7 poang.
Endast skriv- och ritdon ar tillatna.



