27. Pohjoismainen matematiikkakilpailu
Maanantai 8. huhtikuuta 2013

Tyoaikaa 4 tuntia. Jokaisen tehtavan maksimipistemaara on 5.
Vain kirjoitus- ja piirtamisvalineiden kaytté on sallittua.

1. TEHTAVA. Olkoon (@n)n>1 lukujono, jonka madrittelevit ehdot a; =1 ja

1
an+1 = \‘an + VvV an + iJ

kaikilla n > 1; |z] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhta suuri kuin
x. Maarita kaikki ne n < 2013, joille a,, on nelicluku.

2. TEHTAVA. Jalkapalloturnaukseen osallistuu n joukkuetta, n > 4, ja jokainen joukkue
pelaa tasmalleen kerran jokaista muuta vastaan. Oletetaan, ettd turnauksen paatyttya
joukkueiden pisteet muodostavat aritmeettisen jonon, jossa jokainen joukkue on saanut
yvhden pisteen enemman kuin jarjestyksessa seuraava. Maaritd pienimman pisteméaran
saaneen joukkueen suurin mahdollinen pisteméara, kun pisteet jaetaan jalkapallossa taval-
lisella tavalla (ottelun voittaja saa kolme pistetté ja hdvidja nolla, ja tasapelissd molemmat
joukkueet saavat yhden pisteen).

3. TEHTAVA. Mairitellddn jono (ny)r>o asettamalla ng = n; = 1, nop, = ng + ngk—1 ja
Nok+1 = Nk, kun k > 1. Olkoon vield g, = ny/nk—1 kaikilla £ > 1. Osoita, ettd jokainen
positiivinen rationaaliluku esiintyy tésmaélleen kerran jonossa (qx)r>1-

4. TEHTAVA. Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio ja H sen sisipiste. Olkoot H, ja
H,, pisteen H kuvat peilauksissa yli suorien AB ja AC, téssa jarjestyksessi, ja olkoot H.
ja Hj pisteen H:n kuvat peilauksissa yli janojen AB ja AC keskipisteiden. Osoita, etté
pisteet Hy, H;, H. ja H] ovat samalla ympyrélld, jos ja vain jos ainakin kaksi niistd yhtyy
tai jos H on kolmion ABC karjestda A piirretylla korkeusjanalla.
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