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Georg Mohr-Konkurrencen

Polynomier

Disse noter giver en introduktion til polynomier, centrale seetninger om po-
lynomiumsdivision, roedder og koefficienter samt lgsningsstrategier. Desu-
den er der afsnit om polynomier med heltallige koefficienter og deres saerlige
egenskaber mht. delelighed ogirreducibilitet. Der er lasninger til samtlige op-
gaver bagerst i noterne.

I noterne betegner Z saedvanligvis meengden af hele tal, Q maengden af ra-
tionale tal, R meengden afreelle tal og C maengden af komplekse tal. Desuden
betegner L en af disse fire talmaengder. De komplekse tal kan beskrives som
mangden af alle tal p& formen a+ib, hvor i = v—1 og a og b erreelle tal. Alle
opgaver kan regnes uden brug af komplekse tal.
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1 Polynomier

Forst skal vi have defineret hvad et polynomium er, og indfert nogle centrale
begreber.

Polynomium
Et polynomium P er en funktion defineret pa de reelle tal med forskriften

P(x)=a,x"+a, 1x" ' +...+a,x+ay,

hvor a,,,a,_,,...,a;,ay €L og a, # 0. Det kaldes yderligere et n’te grads
polynomium med koefficienteriL.

Mangden af polynomier med koefficienter i L betegnes L[x]. (Husk at L
er enten Z, Q, Reller C.)

Normeret polynomium
Et polynomium kaldes normeret hvis koefficienten til hojestegradsled-
deter 1.

Rod
Tallet x; kaldes en rod i P hvis P(x;)=0.

Nulpolynomiet
Nulpolynomiet P er polynomiet der er konstant nul, dvs. P(x)= 0 for alle
x €R, og dets grad szttes per definition til —co.

. J

En hel central egenskab ved polynomier er at opskrivningen af entydig. Det
handler de nzeste to setninger om.

Seetning 1.1. Nulpolynomiet er netop det polynomium hvor alle koeffi-
cienter er 0.

Bevis Antag at der findes et polynomium P(x)=a,x" +...+ ay, hvor a,, #0,
s& P(x)=0foralle x € R. For n =0 er 0= P(x)= ay # 0, hvilket er umuligt.

Antag derfor at n > 0. Idéen i beviset er at veelge et A der er sa stort at P(2A)
ikke er 0. Saet
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a;

A:max{ p Ii:O,l,...,n}.

n

Bemark at med dette valgaf Aer A>10g|a;A’| < |a,A"|forallei =0,...,n—1.
Nu fas

IP2A) = an(2A)" + a1 (2A)" +ay(2A4)" 7+ + g
> 1 (2A4)" |~ g1 A"V + 242 4+ )
=|a,A"2" | —|a,_ A" 2" v a, , A2 R et ay
>la,A"2" | —|a, A" 422 4 1))
=la,A"|>0.

Altsa er P(2A) # 0 hvilket er en modstrid. O

Entydighedssaetningen 1.2. Hvis to polynomier P og Q er identiske, dvs.
at P(x)=Q(x)for alle x € R, da er deres koefficienter identiske. Opskriv-
ningen af polynomier er altsa entydig.

Bevis Antag at P(x)= Q(x) for alle x € R. Hvis koefficienterne i P og Q ikke er
identiske, da er

0=G(x)=P(x)—Q(x)=a,x" +...+ ay,
hvor n >0 og a,, #0, for alle x € R. Men dette er i modstrid med setning 1.1.
Altsa er opskrivningen af polynomier entydig.

Lige og ulige polynomier
Et polynomium kaldes for lige hvis P(x) = P(—x) for alle reelle tal x.
Et polynomium kaldes for ulige hvis P(x)=—P(—x) for alle reelle tal x.

Opgave 1.1. Vis at de lige polynomier netop er de polynomier hvor koeffici-
enterne horende til led af ulige potenser af x er nul. Vis tilsvarende at de ulige
polynomier netop er de polynomier hvor koefficienterne herende til led af li-
ge potenser af x er nul.
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Eksempel

Det reelle tal a er rod i P(x)= x3— x — 1. Vi onsker at bestemme et tred-
jegradspolynomium med heltallige koefficienter som har a? som rod.

DaaerrodiP,vedviata®—a—1=0o0ga®—a=1.Detudnytter vi til at
konstruere et tredjegradspolynomium med a? som rod:

0=(a’—a—1)7
=a®+a’+1-2a*—-2a®+2a
=(a®P®—-2(a®*?+a*+1-2(a®—a)
=(a®P®—2(a®’+a’—1.

Altsa er a2 errod i
Qx)=x3—2x*>+x—1.

Opgave 1.2. Ettredjegradspolynomium P(x)= x3+2x2—3x—5 har rodderne
a, b og c. Angiv et tredjegradspolynomium med redderne %, % og % (Georg
Mohr-Konkurrencen 1994)

Opgave 1.3. Bestem samtlige mulige veerdier af x + %, hvor x tilfredsstiller
ligningen

xt+5x3—4x*+5x+1=0,
og lgs denne ligning. (Georg Mohr-Konkurrencen 2000)
Polynomier betragtet som funktioner over de reelle tal er kontinuerte. Her vil

vi ikke definere kontinuitet, men vi udnytter flere gange folgende kontinuitet-
segenskab som vi ikke beviser.

Mellemvaerdisaetningen 1.3. Lad f :[a, b] — R veere en kontinuert funk-
tion, og lad d veere et reelt tal mellem f(a) og f(b). Da findes et tal
c€la;b[sa f(c)=d.
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Eksempel

Nar man skal undersage hvor mange reelle rodder et polynomium har,
behgver man ikke nodvendigvis finde de reelle redder. Man kan i stedet
udnytte at et polynomium er en kontinuert funktion, og benytte Mellem-
veerdisaetningen.

Fx har fjerdegradspolynomiet
P(x)=x*—2x3—2x2+3x+1

fire reelle redder da P(—2) = 19, P(—1) = —1, P(0) = 1, P(2) = —1 og
P(3) = 19, dvs. der er ifolge Mellemverdisetningen en reel rod i hvert
af folgende intervaller | —2;—1[, | —1;0[, ]0;2[ og 12; 3[.

At det ikke kan have flere reelle rodder end dets grad, folger af teorien i

de naeste kapitler.

Opgave 1.4. Vis at fjerdegradspolynomiet
P(x)=x(x—-2)(x—4)(x—6)+(x—1)(x—3)(x—=5)(x—7)

har fire reelle rodder.

Saetning 1.4. Et polynomium af ulige grad med reelle koefficienter har
altid mindst en reel rod.

Opgave 1.5. Udnyt Mellemverdisetningen 1.3 til at vise Seetning 1.4.
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2 Polynomiumsdivision

7

Eksempel pa polynomiumsdivision
Man dividerer P(x)= x3—2x?+2x —15med Q(x) = x —3 sddan:

x—3| x3 —2x%2+ 2x — 15 |x2+x+5 <&— resultat

x3 —3x
0 —7

(x—3)-x x2 +2x — 15
G -sp
(x—=3)-x 5x — 15
>
(x—3)-5 0 <& rest

Daresten er 0, betyder det at

P(x)=x3—2x?+2x—15=(x —3)(x®+ x +5).

Eksempel pa polynomiumsdivision med rest
Man dividerer P(x)= x3+3x?>—2x +7 med Q(x) = x? + 1 sddan:

x2+1| x® +3x2—2x + 7 |x+3 < resultat

> x3 +0x X

(x2+1)-x 3x2—3x + 7
(x°+1)-3 —3x + 4 & rest

Her er resten —3x +4, og dvs. at

P(x)=x3+3x>—2x+7=(x?+1)(x+3)—3x+4

Hvis du ikke er fortrolig med polynomiumsdivision, s lgs folgende opgave
inden du gar videre til teorien.
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Opgave 2.1. Udfor folgende divisioner:

a) Divider P(x)= x*—2x?+3x—2med Q(x)=x—1.

b) Divider P(x)=3x*+8x3+12x%2+9x+4med Q(x)=x?>+x +1.
c) Divider P(x)=nx""'—(n+1)x"+1med Q(x)=x —1.

Sztning om polynomiumsdivision 2.1. Lad P og Q vere polynomier
i L[x] af grad henholdsvis n og m med n,m > 0. Hvis L = Z, antages
yderligere at koefficienten til m2’tegradsleddeti Q er £1.

Da findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n—m og et entydigt
bestemt polynomium R af grad mindre end m, begge med koefficienter
iL,sd

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R kaldes resten af P ved division med Q.

\. J

Bevis Lad P(x)=a,x"+...+ag0g Q(x)= b, x"™ +...+ by, hvor a,, b,, #0.
Forst viser vi eksistensen ved induktion efter n. For n < m er eksistensen op-
lagt med D(x) =0 og R(x) = P(x). Lad n = N > m, og antag at s@tningen er
sand for alle n < N. Da er

Pl(x)=P(x)—Z—"x"*mQ(x)

et polynomium af grad mindre end n med koefficienter i L, og dermed findes
ifolge induktionsantagelsen polynomier D, og R sa

Pi(x)=Q(x)Di(x)+ R(x)

hvor graden af R er mindre end m. Nu er

P(x)=Pi(2)+ 2 %" Q(x) = Qx)Di(x)+ R(x)+ 7= x" " Q(x)

bm m

=Q(x)(D1(X)+Z—"x"_m)+R(x),

m

dvs. nu har vi vist eksistensen.
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Bemeerk at koefficienterne i D og R stadig er elementer i L. da Z_; € L nar
an, by, €L, og vi har forudsat at b,,, =+1 hvis L=Z.

For at vise entydigheden antager vi at der findes polynomier Dy, D, R; og R,
iL[x], hvor R; og R, har grad mindre end m, s&

P(x)=Q(x)D(x)+ Ry(x)=Q(x)Dy(x)+ Ry(x).
Daer

Q(x)(D1(x)—Dy(x)) + Ry(x)— Rp(x)

nulpolynomiet. Da Q har grad m, og R; — R, har grad mindre end m, giver
Entydighedssaetningen at D; — D, er nulpolynomiet og altsd D; = D,. Dermed
er R; — R, ogsé nulpolynomiet og R; = R,, dvs. D og R er entydigt bestemt. O

Denne setning svarer til seetningen om hele tal der siger at hvis n og m er hele
tal, m #0, da findes to entydigt bestemte hele tal d og r, 0 < r < m, s at

n=dm-+r.

Her er r resten ved division af n med m. At et polynomium gar op i et andet
polynomium, vil ligesom for hele tal sige at resten ved division er 0, hvilket
folgende definition siger.

Delelighed
Et polynomium Q siges at gd opi P iL[x], P,Q € L[x], hvis der findes et
polynomium D € L[x]sa P(x)= Q(x)D(x).

Reducibilitet
Et polynomium P kaldes reducibelt i L[x] hvis der findes to polynomier
S, T €L[x] af grad mindst en sa P(x)=S(x)T(x).

Irreducibilitet
Et polynomium P kaldes irreducibelt i L[x] hvis det ikke er reducibelt i
L[x].
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Eksempel
Vi undersoger for hvilke n det geelder at x> +1 gar op i

P(x)=x"+x" 4. +x+1.
Da Py(x)=(x*+1)(x+1), ma x>+1gdopi

™M +xm+1 +xm+2_{_xm+3 L -Pg(x).

Dermed vil x?+1 g& op i Py;,s(x) netop nar x2+1 gar op i Py(x). Da x?+1
ikke gar op i P,(x), P,(x) og Py(x), gér x> +1 op i P,(x) netop hvis n har
rest 3 ved division med 4.

Eksempel med rester

Hyvis vi skal finde resten af
P(x)=x"" +16x*"" +1

ved division med Q(x) = x>—4 uden at udfore selve divisionen, udnytter
vi seetningen om division med rest, dvs. vi ved at der findes et polynomi-
um D med heltallige koefficienter og hele tal a og b sa

22N 4 16x297 41 =(x2—4)D(x)+ax +b.

For x =2er
2a+b=2°"116-2°0 1 1=2%012 11,
ogforx=—2er

—2a+b=(—2y"" +16(—2)"7 + 1 =—2212 11,

Dermed er resten ax + b =220 x + 1.

\.

Opgave 2.2. Bestem resten ved division af x'% —2x5! +1 med x2—1.
Opgave 2.3. Vis at P(x)= x? + 2 er irreducibelt i R[ x].
Opgave2.4. Bestem a og b s& (x—1)* garopiax*+bx3+1.
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3 Algebraens fundamentalsaetning og redder

En helt central egenskab ved polynomier som vi kommer til at udnytte igen
og igen, er folgende:

Seetning om redder og faktorisering 3.1. Lad P vere et n'te grads poly-
nomium med koefficienteriL.

Hvis x5 € L er rod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium D af
grad n —1 med koefficienter i L sa

P(x)=(x—x0)D(x).

Specielt geelder at hvis x1, Xy, ..., X;;, €L er redder i P, da findes et enty-
digt bestemt polynomium D af grad n — m med koefficienteriL sa

P(x)=(x—x1)(x—x5)...(x — xp,,) D(x).

\ J

Bevis. Antag at xy errod i P og xy € L. Da findes ifolge Seetningen om polyno-
miumsdivision 2.1 entydigt bestemte polynomier D og R i L[x], hvor R har
grad hojst nul, sa

P(x)=(x—x9)D(x)+ R(x).
Dermed er R(x) =0, og da R har grad hejst nul, ma det veere nulpolynomiet.
Altsa findes et polynomium D i L[x] s&

P(x)=(x—x9)D(x).

Bemeerk at polynomiet x — x; er normeret, sd Seetningen om polynomiums-
division 2.1 holder ogsa i tilfeeldet L = Z.

Hvis vi antager at x;, X;,..., X,, €L er redderi P, f&s ved at gentage argumen-
tationen ovenfor at der findes et polynomium D iL[x]sa

P(x)=(x—x1)(x—x1) - (x — xp,) D (x).
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Korollar om antallet af redder 3.2. Et n’te grads polynomium har hejst
n reelle rodder.

Korollar om entydighed 3.3. Hvis P og Q er to polynomier af grad hojst
n, og P(x)= Q(x) for n + 1 forskellige veerdier af x, daer P = Q.

Bevis. Antag at P og Q er to polynomier af grad hejst n, og P(x) = Q(x) for
n + 1 forskellige veerdier af x. Da er P(x)—Q(x) et polynomium af grad hejst
n med n + 1 roedder, og dermed er P(x)— Q(x) nulpolynomiet. O

Eksempel

Polynomiet P(x)= x*—2x%+3x —2 € Z[x] har x; = 1 som rod. Dermed
ved vi at x —1 er divisor i polynomiet, og ved division ses at

P(x)=x*—2x*>+3x—-2=(x—-1)(x3+ x> —x+2).

Eksempel

Hvis vi betragter polynomiet P(x) = x" —a”, er det nemt at se at Xy =a
er rod. Dermed gar x —a op i P, og ved division ses at

n—3 2

"—a"=(x—a)x" T+ x"2a+x"3a’+...+xa" 2 +a"h).

Opgave 3.1. Find en rod i polynomiet P(x)= x?"*! + a?"*!, og udfer polyno-
miumsdivision som i eksemplet ovenfor.

Opgave3.2. En af de to rodder i polynomiet P(x)=mx?—10x +3 er % af den
anden rod. Bestem samtlige mulige veerdier af m.
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Eksempel

Hvis et fjerdegradspolynomium med koefficienter i fx Z er reducibelt i
Z[x] og ikke har nogen heltallige redder, sa ved vi at det ikke er deleligt
med et forstegradspolynomium. Derfor ma det vaere produkt af to an-
dengradspolynomier.

Opgave3.3. Vis at P(x)= x*+ x3+ x?+ x + 1 er irreducibelt i Z[ x].

Eksempel
For at undersoge for hvilke n polynomiet P(x)= x"—x"2+1,n>3, er
deleligt med Q(x)= x®— x + 1, bemaerker vi at Q gar op i P netop nar Q
garopi

P(x)—Q(x)=x"—x"?—x3+x.

De reelle rodder i polynomiet
P(x)—Q(x)=x"—x"?—x3+x=x(x®>—1)(x"3—1)

er x = 0 og x = 1. Polynomiet Q har mindst en reel rod da det er et
tredjegradspolynomium, og denne reelle rod er ikke x = 0 eller x = £1.
Polynomiet Q gar derfor ikke op i P — Q og dermed heller ikke i P for
noget n.

Opgave 3.4. Undersog for hvilke n polynomiet P(x)=x"+x""'—1, n> 4, er
deleligt med Q(x)= x*+ x3—1.

Opgave 3.5. Bestem alle polynomier P med heltallige koefiicienter hvor

(x—26)P(x+13)= xP(x).
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Eksempel

Om et tredjegradspolynomium P vides at P(—1) = P(0) = P(1) = 7 og
P(2) = 19. For at bestemme P indfgrer vi et nyt polynomium Q der har
x =-—1,0,1 som rodder. Seet

Q(x)=P(x)—7.

Daer x =—1,0,1 alle redder i tredjegradspolynomiet Q, og vi ved yderli-
gere ifplge seetningen om redder og faktorisering 3.1 at

Qx)=k(x+1)x(x—1)=kx>—kx
ogdermed P(x)=kx3—kx+7.DaP(2)=19, fas 19 = k(23—2)+7)=6k+7,

ogaltsd k =2. Dermed er P(x)=2x3—2x+7.

\. J

Opgave 3.6. Om et fjerdegradspolynomium P(x) = x*+ bx3 +cx?+dx +
e, hvor b, c, d og e er hele tal, gelder at P(0) = P(1) = P(2) = P(3). Bestem
samtlige mulige veerdier af b.

Opgave 3.7. Lad P vere et n’te grads polynomium med P(k) = % for k =
0,1,2,...,n.Bestem P(n+1). (Hint: Indfer et smart nyt polynomium Q af grad
n+1.)

Som afslutning pa dette kapitel ser vi pa algebraens fundamentalsaetning.
Den kraever kendskab til komplekse tal og er ikke en s@tning vi bruger, men
blot ment som perspektivering.

Algebraens fundamentalsztning 3.4. Lad P vere et n'te grads polyno-
mium med koefficienter i C. Da har polynomiet 7 ikke ngdvendigvis for-
skellige rodder x;, x5, ..., X, €C sa

P(x)=a,(x —x;)(x —xp)...(x — x,,).

\. J

Vi beviser ikke algebraens fundamentalsetning da det kraever et rimeligt
kendskab til komplekse tal.
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Saetning 3.5. Lad P vere et polynomium med koefficienter i R og grad
mindst 1. Da kan P faktoriseres i fgrste- og andengradspolynomier med
koefficienter i R.

Dette skyldes at de komplekse rodder kommer i par a +ib og a—ib, og at
(x—(a+ib))(x—(a—ib))=(x*>—2ax+a®+ b?) € R[x]. Da beviset for dette
kraever kendskab til komplekse tal, springes det over.
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4 Koefficienter

Andengradspolynomiets koefficienter 4.1. Hvis andengradspolynomi-
et P(x)= x2+ bx + ¢ har redderne x, og x,, da er

P(x)=(x—x)(x — Xp) = x> — () + X)X + X, X3,

dvs. at b =—(x; + x,) 0g ¢ = X1 X;.

Tredjegradspolynomiets koefficienter 4.2. Hvis tredjegradspolynomiet
P(x)=x3+bx?+ cx +d har redderne x;, x, og X3, da er

P(x)=(x—x1)(x — x2)(x — x3)

=x3 —(xy+x+ 363)x2 + (1 X5 + X1 X3 + X2 X3) X — X1 X2 X3,

dvs. at b =—(x1 + X, + X3), ¢ = X1 Xp + X1 X3+ Xp X3 08 d = —X1 X X3.

P4 samme méde kan man bestemme koefficienterne i polynomier af hajere
grad ud fra redderne.

Eksempel

Hvis P(x)= x*+ a3 x3 + a, x> + a; x + ay har rodderne —3,—1,1,3, da er

ay = (—3)(—1)+ (—3)1 +(—=3)3+(—1)1 +(~1)3+1-3 =—10.

Opgave 4.1. For hele tal a og n har polynomiet P(x) = x3—x?+ ax —2" tre

heltallige redder. Bestem a og n.

Opgave4.2. Lad x, og x, veere reddernei P(x) = x2+ax+bc og x, og x3 veere
roddernei Q(x)=x?+bx+ac.Visathvisac # bc, daer x; og x3 redderne i
R(x)=x*+cx+ab.
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5 Polynomier med heltallige koefficienter

I dette afsnit er alle tal hele tal, og alle polynomier har heltallige koefficienter.

Satning om delelighed 5.1. For et polynomium P gelder at nar a # b
s vil
a—Db | P(a)—P(b).

Bevis Lad P(x)=a,, x" + a1 X" ' +...4+a1x +apgoga#b.Da
a*—b*=(a—b)a* ' +a* b +a" 2% +. . +ab 2+ b,
vila—b gdopi

P(a)—P(b)=a,,(a™—b™) +a,_1(a™ —b™ Y +...+a;(a—Db).

Eksempel

For et polynomium P er P(n) lig et trecifret tal for alle n =1,2,3,...1998.
Vi vil vise at P ikke har nogle heltallige rodder. (Baltic Way 1998)

For ethvert helt tal m findeset n € {1,2,...,1998} s4 1998 | n—m. Dermed
vil
1998 | n—m | P(n)— P(m).

Da P(n)er et trecifret tal, folger det at P(m) # 0. Dermed har P ikke nogen
heltallige redder.

Opgave 5.1. Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter sa der
findes to hele tal a og b sa P(a)=1 og P(b)=3. Kan ligningen P(x)=2 have
to forskellige heltallige losninger? (Baltic Way 1994)

Opgave 5.2. Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter sa der

findes et helt tal n s& P(—n) < P(n) < n. Vis at da er P(—n) < —n. (Baltic Way
1991)
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Opgave5.3. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter. Vis at der
ikke findes tre forskellige hele tal a, b og ¢ s P(a)=b, P(b)=c og P(c)=a.

Opgave5.4. Et polynomium P har heltallige koefficienter og grad n. Desuden

findes preecis k hele tal som er lesning til ligningen (P(x))2 =1.Visatk—n <2.
(IMO 1974)
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6 Mere om polynomier med heltallige koefficienter

I dette afsnit gaelder som for at alle tal er hele tal, og alle polynomier har hel-
tallige koefficienter med mindre andet er naevnt.

7

Setning om rodder 6.1. Hvis et rationelt tal skrevet som uforkortelig
brok % er rod i polynomiet

P(x)=a,x"+a,1x" 1 +...+ayx+aq

med heltallige koefficienter, da vil p | ag 0g g | a,,.
Specielt vil de eneste rationale redder i

P(x)=x"+a,1x" ' +...+a,x+ay

veere hele tal.

Opgave 6.1. Bevis setningen.

4 w

Eksempel
For at bestemme samtlige rationale rodder i

P(x)=x°+3x3+2x+6

er det altsa nok at tjekke de hele tal der gar op i 6, dvs. at eneste rationale
rod er x =—1.

Gauss’ lemma 6.2. Hvis P er et polynomium med heltallige koefficienter
som er irreducibelt i Z[x], da er det ogsa irreducibelt i Q[ x].

\. J

\.

Bevis Antag at P(x) = Q(x)R(x) € Z[x], hvor Q, R € Q[x] har grad mindst 1.

Da alle koefficienter i Q er rationale, findes et mindste heltal g s&

gQ(x)=grx* +---+ gy € Z[x],

10
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og tilsvarende et mindste heltal r sa
rR(x)=r,x™+---+ry€Z[x].

Seet
® qrP(x)=qQ(x)rR(x)=a,x"+---+ a1 x + ay.

Pa baggrund af faktoriseringen
qrP(x)=qQ(x)rR(x)

vil vi finde en faktorisering af P i Z[x]. Lad p veere en primdivisor i q. Da er
alle koefficienter i g r P(x) delelige med p. Lad i veere det mindste index s& p
garopiqy, q;,...,qi—1, menikkeig;. Da

GoTi +q11i—1 ++-+¢qirg=a; =0 (mod p),
ma p gadopi ry. Desuden er
QoTisi+qiri+-+qin+qip1 o= a4 =0 (mod p),

dvs. r; ogsa er delelig med p. Ved at fortseette pd denne méde ser vi at alle
koefficienter i R er delelige med p, dvs. at %R € Z[x]. Dermed har vi faet en
ny faktorisering gr .
—P(x)=qQ(x)- —R(x).

p p
Ved at fortsaette pd denne made far vi en faktorisering af P med polynomier
med heltallige koefficienter. O

Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium 6.3. Lad
P(x)=a,x"+a, 1 x" ' +...+ax+a

veere et polynomium med heltallige koefficienter, hvor et primtal p gar

opiag,a,...a, for et heltal 0 < k < n, mens p } ax,, og p?tay. Da har

P enirreducibel faktor af grad sterre end k i Z[ x]. Specielt er P irreduci-

bel hvis k = n —1, og i dette tilfeelde kaldes kriteriet blot for Eisensteins
irreducibilitetskriterium.
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Bevis Antag at P(x)= Q(x)R(x), hvor

Qx)=qsx*+--+4go 08 R(X)=rpx"+-+r

er polynomier med heltallige koefficienter. Da ay = gq 1y er deleligmed p, men
ikke med p?, er netop en af g, og ry delelig med p. Antagwlogat p | gy og p 1 1.
Dap garopia; oga; =ryq;+qyr, map| q,. Ved at fortsette pa denne made
ses at p gdr op i gy, q1,.-.,qk, men at p t gy, Det folger heraf at Q har grad
mindst k+1. 0

Eksempel

For at underspge om polynomiet P(x) = x° + 4 er irreducibelt indenfor
Q[ x], kan man bruge Eisenteins irreducibilitetskriterium, men ikke di-
rekte. Bemaerk forst at P(x) er irreducibelt, netop hvis P(x + 1) er irre-
ducibelt. Da P(x+1)= x°+5x*+10x3+10x%+5x +5, er det irreducibelt
ifelge Eisensteins irreducibilitetskriterium med primtallet p =5, og der-
med er P det ogsa.

Opgave6.2. Vis at P(x)= x5+3x*+6x3+9x +3 er irreducibelt i Q[x].

Opgave 6.3. Vis at P(x) = x” + p2x?+ px + p —1 er irreducibelt i Q[ x] for alle
ulige primtal p.

Opgave6.4. Lad xy, x,, ..., X, veere forskellige heltal. Vis at
P(x)=(x—x1)(x = x) - (x —x,)—1

er irreducibelti Q[x].

Opgave 6.5. Lad P(x) = x" +5x"! +3, hvor n > 1 er et helt tal. Vis at P(x)
ikke kan skrives som et produkt af to polynomier med heltallige koefficienter
og grad mindst en. (IMO 1993)
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7 Multiple rodder og differentialregning

Multiciplicitet

Tallet x, siges at veere m-dobbelt rod eller rod af multiplicitet 7 i et po-
lynomium P hvis (x — x,)™ gar op i P. Hvis man teeller antallet af redder
i et polynomium med multiplicitet, betyder det at den m-dobbelte rod
Xy teeller m gange.

Vi udnytter i det folgende at polynomier som funktioner over de reelle tal er
differentiable.

Szetning om roddernes multiplicitet 7.1. For et polynomium P geelder
at xp er m-dobbeltrod i P netop hvis

P(x)=P’(x) = P®(xp)=...= P V(x,)=0.

Bevis Antag at x, er m-dobbeltrodi P, altsa at P(x)=(x — x9)"Q(x). Da er
P/(x)=(x — x0)" " (m - Q(x) + (x — x)Q'(x)),

og x, er dermed (m — 1)-dobbelt rod i P’. Tilsvarende ses at x, er (m —2)-
dobbelt rod i P? osv,, dvs. at

P(xg)=P'(x9)=PP(x9)=...= P" V(xy)=0.

Antag omvendt at P(xy) = P’(xg) = PP (xy) = ... = P V(xy) = 0. Vi viser
at hvis x, er n-dobbelt rod i et polynomium Q’, da er x, (n + 1)-dobbelt rod
i den stamfunktion Q til Q’ for hvilken Q(x,) = 0, da dette giver det enskede.
Antag at x, er n-dobbelt rod i Q’, og at Q er den stamfunktion til Q’ for hvil-
ken Q(xp) = 0. Antag at x, ikke er (n + 1)-dobbelt rod i Q. Ifolge algebraens
fundamentalsatning kan vi faktorisere

Q(x)=(x—x0)"(x —x7)" (x — x)" -+ (x — x3)"¥,
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hvor 1 < ny < n. Dermed er

O =n, Q) Q) Q) QW)
X — X X—X; X— X X — X,
Da
QW QW) L Q)
X—X; X— X X — X

er delelig med (x — x;)"™ mens ry xQ_(fcg) ikke er, er Q’ ikke delelig med (x — x,)™.

Da ny < n, er x; ikke n-dobbelt rod i Q’, hvilket er en modstrid. O

Eksempel

Lad P(x) = nx"™ —(n+1)x" + 1. Vi vil vise at (x —1)? gér op i P. Ved
differentiation fir man P’(x) = (n + 1)nx" — (n + )nx"™"1, dvs. P(1) =
P’(1)=0. Dermed er x = 1 dobbeltrod i P, og (x —1)? gdr op i P.

Opgave7.1. Bestem a og b s& x =—1 er dobbeltrodi P(x)=ax"+nx"2+b,
n ulige.

Opgave 7.2. Lad P vere et sjettegradspolynomium som for to reelle tal a og
b,0 < a < b, opfylder at P(a) = P(—a), P(b) = P(—b) samt P’(0) = 0. Vis at
P(x)= P(—x) for alle reelle tal x. (BW 1998)

Opgave7.3. 1 et tredjegradspolynomium P(x)= x3+ax?>+bx+c er b <0 og
ab =9c. Vis at P har tre forskellige reelle redder. (Baltic Way 1992)

Opgave7.4. Bestem alle fjerdegradspolynomier P som opfylder folgende:
i) P(x)=P(—x)for alle x.

ii) P(x)> 0 for alle x.

iii) P(0)=1.

iv) P(x)har preecis to lokale minima i x; og x, saledes at |x; — x»| =2.

(Baltic Way 1992)
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8 Lasningsskitser

Opgave 1.1 Lad P(x)=a,x" +a,_,x"' +...+a; x + a, veere et lige polyno-
mium, dvs. at P(x)= P(—x). Dermed er

0=P(x)—P(—x)=2(apm1 x*™" M + ay,_1 x> 1+ ay x),

hvor m er det storste hele tal sa n > 2m + 1. Da det eneste polynomium der er
nul for alle x € R, ifplge seetning 1.1 er nulpolynomiet, bestar P(x) kun af led
aflige potens af x.

At et ulige polynomium kun indeholder led af ulige potens af x, vises pa til-
svarende made.

Opgave 1.2 Bemeerk at
_ a2t sy gLy
P(x)=x*(1+2——3(—) —5(_))

dvs. Q(x)=1+2x—3x?—5x° har rodderne %, } og .

Opgave 1.3 Da x = 0 ikke er lgsning til ligningen, kan vi dividere begge sider
med x? og omskrive til en andengradsligning i x + %

) 5 1 1.2 1

X*+5x—4+—+—=0(x+—) +5(x+—)-6=0.
x  x2 x x

Dermed er x++ =—6V x + 1 = 1. Disse to ligninger omskrives til x?>+6x+1=

0V x?—x +1=0. Af forste ligning f4s x =—3 £ 2+/2, mens den sidste ikke har

nogen lgsninger.

Opgave 1.4 Polynomiet P(x)= x(x—2)(x —4)(x—6)+(x—1)(x —3)(x —5)(x —7)
har fire reelle redder da P(0) > 0, P(1) <0, P(3)> 0, P(5) < 0 og P(7) > 0, dvs.
der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0; 1[, ]1;3[, ]3; 5[ og 15; 7.

Opgave 1.5 Lad P(x)=a, x"+a,_; x"'+---+a, veere et polynomium af ulige
grad. Antag wlog at a,, > 0. Veelg

a;

A=max{ |i=0,1,...,n}.

an
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Davil
P(2A)=a,(2A)" +a,_12A)" " +---+a
> a,(2A)" —|a,_1(2A)" + -+ ay
>a,A"2" —|a, A"(2" T 2" P 4 1))
=a,A" >0.

Pa tilsvarende made ses at P(—2A) < 0. Ifplge Mellemverdisatningen findes
dermed et ¢ € R s P(c) = 0. Dermed har P en reel rod. Hvis a,, < 0 ses pa
tilsvarende vis at P(2A) < 0 og P(—2A) > 0.

Opgave 2.1

a) P(x)=x*—2x?+3x—2=(x—1)(x3+x2—x+2).

b) P(x)=3x*+8x3+12x2+9x +4=(x*+x+1)(3x%+5x +4).

o) P(x)=nx"""—(n+Dx"+1=(x—1)(nx"—x"1—x"2—..—x—1).

Opgave 2.2 Vi ved at x1%° —2x%1 +1=(x2—1)Q(x)+ ax + b. Ved at indsatte
henholdsvis x =1 o0g x =—1 firman a + b = 0 og —a + b =4, dvs. resten er
—2x+2.

Opgave 2.3 Antag at polynomiet P(x) = x? + 2 er reducibelt i R[x]. Da findes
to forstegradspolynomier Q og R med koefficienter i R sd P(x)= Q(x)- R(x).
Forstegradspolynomierne Q og R har hver enreel rod (de er ikke ngdvendigvis
forskellige), og disse er derfor ogsd redder i P. Men det er en modstrid, for
P(x)= x?+2> 0 for alle reelle tal x. Dermed er P irreducibelt i R[x].

Opgave 2.4 Szt P(x) = ax*+ bx3+ 1. Antag at (x —1)? gér op P. Da findes et
polynomium Q med heltallige koefficienter sa

P(x)=(x—17Q(x).

Altsd er x =1rodi P. Detbetyderat0=P(1)=a+b+1ogaltsd b =—a —1.
Ved division sesat P(x)=ax*+bx3+1=(x—1)(ax3—x?>—x—1). Dermed er
(x—1)Q(x)=ax®—x?>—x—1.Altsder x =1 ogsdrodiax®—x?>—x—1, dvs.
at a—3=0. Dette giver samlet a =3 og b =—4.

Opgave 3.1 Bemark forst at xy = —a errod i P(x) = x>"*! +a?"*!. Dermed gér
x+aopiP.Ved division ses at

P(x)=(x+a)x*"—ax*" '+ a’*x*"*—---—a® " x +a*").
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Opgave 3.2 Kald redderne i P for 2a og 3a. Da er
P(x)=m(x—2a)(x—3a)=mx*—5max+6ma®.

Altsa er 5ma = 10 og 6ma? = 3. Ved at lose ligningssystemet fas a = ;11 og
m=38.

Opgave 3.3 Bemerk forst at x* + x>+ x>+ x +1 = (2?2 +1)(x®+ x)+ 1> 0 for
alle hele tal x, dvs. at P(x) ikke har nogle heltallige redder. Hvis der findes et
polynomium med heltallige koefficienter som gér op i P(x), mé det altsa veere
et andengradspolynomium. Antag at P(x) = (x?+ax + b)(x?+ c x + d), hvor
b =d ==1o0ga, c €Z. Hvis vi ser pa koefficienten til tredjegradsleddet, ses at
1 =a+c.Vedyderligere at se pa koefficienten til forstegradsleddet fas 1 = b c+
ad =b(a+c)= Db, dvs. b =d = 1. Nu er koefficienten til andengradsleddet
l1=b+d+ac=2+ac,ogaltsd ac =—1. Dette er umuligtndra+c =1oga
og c er hele tal. Altsé er polynomiet irreducibelt i Z[ x].

Opgave 3.4 Polynomiet Q(x) = x*+ x3—1gdropiP(x)=x" + x""!—1 netop
hvis Q(x) garopi P(x)—Q(x) = x" + x" 1 —x*—x3 = 3(x —1)(x"* —1).
Polynomiet Q har en reel rod mellem 0 og 1 da Q(0) =—1 og Q(1) = 1, men
denne rod er ikke rod i P(x)—Q(x). Dermed gar Q ikke op i P for noget n.

Opgave 3.5 Seet forst x =01 ligningen
(x—26)P(x+13)= xP(x).

Da er 26P(13) =0, dvs. x = 13 errod i P. Ved at indsatte x = 13 i ligningen
fas —13P(26) =13P(13)=0. Dermed er x =26 ogsa en rod i P. Ifplge Seetnin-
gen om redder og faktorisering 3.1 findes et polynomium Q med heltallige
koefficienter s&

P(x)=(x—13)(x—26)Q(x).

Den oprindelige ligning kan dermed omskrives til
(x—26)x(x—13)Q(x +13)=x(x —13)(x —26)Q(x)

for alle x € Q. Dermed er Q(x +13) = Q(x) for alle x € R\{0, 13,26}, og altsa Q
konstant. Dermed er de eneste polynomier P der opfylder det gnskede

P(x)=k(x—13)(x—26),
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hvor k € Z.
Opgave 3.6 Vived at e = P(0)= P(1)= P(2) = P(3). Dermed har
Qx)=P(x)—e=x"+bx3+cx*+dx
rodderne 0, 1, 2 og 3, dvs.
Qx)=x(x—1D(x—2)(x—3)=x*—6x+11x%>—6x.

Her af ses at b =—6.

Opgave 3.7 Da P(k)— % =0fork=0,1,2,...,n,vil n+1’te grads polynomiet

Q(x)=P(x)(x+1)— x have rodderne 0,1,2,...,n. Dermed er
Qx)=a(x—0)(x—1)(x—2)...(x —n).

(_ n+1

DaQ(—1)=1,maa= ﬁ, og dermed

P(n+1)=

Qn+1)+n+1 (1)""'+n+1 [ 1 foruligen
n+2 B n+2 B n"

a4z forligen

Opgave 4.1 Kald de heltallige rodder for x;, x, og x3. Daer x; x, x3 =2", x; X, +
X1 X3+Xp X3 = a og x1+x,+x3 = 1. Af sidste ligning ses at en eller tre afredderne
skal veere ulige, og da x; x,x3 = 2" kan vi uden tab af generalitet antage at
x; = £1. Hvis x; =1, skal x, + x3 = 0 og x,x3 = 2" hvilket er umuligt. Altsa er
X1 =—1o0g x,x3=—2", x,+ x3 =208 —2+ x,x3 = a. Heraf ses let at x, og x5 er
henholdsvis 4 og -2, dvs. a =—10 og n = 3.

Opgave 4.2 Oplysningerne giver at a =—(x;+ X), bc = X1 X», b =—(x,+ x3) og
ac = x,x3, og vi skal vise at ¢ =—(x; + x3) og ab = x; x3. Af ligningerne ses at
a—b=x3—x;0gcla—b)=x,(x3—x1).Daac#bc,farviat c = x,, a = x3 og
b = x,. Sluttelig fas let at ¢ =—(x; + x3).

Opgave5.1 Daa# b vilb—a | P(b)—P(a)=3—1=2. Antag at P(c¢)=2. Da
vilc—a|P(c)—P(a)=1ogb—c|P(b)—P(c)=1.Vivedaltsdatc =a=+1,
c=b+xlsamtata=b=x2eller a =b=x1.Derfindes hojst et tal ¢ der opfylder
dette.
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Opgave 5.2 Vived at 2n = n—(—n) | P(n)— P(—n), dvs. at P(n)— P(—n) > 2n.
Dermed er P(n)—2n > P(—n), og vi ved yderligere at P(n) < n. Samlet giver
dette P(—n)< P(n)—2n<n—2n=-—n.

Opgave 5.3 Antag at der findes tre forskellige hele tal a, b og ¢ sa P(a) = b,
P(b)=c og P(c)=a.Lad fx uden tab af generalitet a — ¢ veere den numerisk
storste differens mellem de tre tal, dvs. at |a—c|> |b—al. Viharnuat a—c
garop i P(a)— P(c)= b — a, hvilket er en modstrid.

Opgave 5.4 Bemaerk forst at (P(x))2 =1 (P(x)—1)(P(x)+1) = 0. Antag at
P(a)=1o0gP(b)=—1fortoheletal a og b.Davila—b | P(a)— P(b)=2, dvs.
atb=ax1lVb=a=%2.

Antag nu at m er den mindste heltallige losning til (P(x)—1)(P(x)+1) =0, og
antag fx at P(m)—1=0. Da findes hgjst to heltallige lgsninger til P(x)+1=0,
nemlig m +1 og m + 2. Polynomiet P(x)—1 er af n’te grad og har derfor hgjst
n rodder. Dermed har (P(x)— 1)(P(x) + 1) =0 hgjst n + 2 heltallige lpsninger.

Opgave 6.1 Antag at g errodi P, ogat % er uforkortelig. Da er

q”P(g) =app"+a,ap" g+ +aq" =0,

og derforma g g opia,p” ogdermedi a,, og desuden ma p g op i ayq”
og dermed i ay.

Opgave 6.2 Polynomiet P(x) = x®+3x* +6x3 +9x + 3 er irreducibelt i Q[x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium, hvor man benytter p = 3.

Opgave 6.3 Polynomiet P(x)= x” +p?x%?+px+p—1 er irreducibelt i Q[ x] for
alle ulige primtal p, netop hvis

p

P(x+1)=(xp+(
p—1

)x’”_lJr...+(Ilg)x+1)+p2(x2+2x+1)+(px+p)+p—1

er irreducibelt. Da (’l’) er delelig med p for alle i = 1,2,...,p—1, nar p er et
primtal, er alle koefficienterne pa neer hojestegradskoefficienten til P(x + 1)
delelige med p. Desuden er konstantleddet p?+2p ikke delelig med p?, nar p
er et ulige primtal. Dermed er P(x + 1), og altsa ogsd P(x), irreducibelti Q[ x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium.
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Opgave 6.4 Antag at P(x) = Q(x)R(x), hvor Q og R er polynomier med hel-
tallige koefficienter. Da er Q(x;) =—R(x;) ==*1forallei =1,2,..., n. Dermed
er Q(x)+ R(x) et polynomium med n forskellige redder x;, x,, ..., x,, dvs. en-
ten har Q(x)+ R(x) grad mindst n, eller ogsa er det nulpolynomiet. Antag at
Q(x)+ R(x) er nulpolynomiet. Da er P(x)=—Q(x)? i modstrid med at koeffi-
cienten til hojestegradsleddet i P er 1. Dermed har Q(x)+ R(x) grad mindst
n, dvs. en af dem har grad mindst n. Da P(x) = Q(x)R(x) er et polynomium
af grad n, folger at enten Q eller R har grad n. Dermed er P irreducibelti Z[ x]
og ifolge Gauss’ lemma ogsa i Q[x].

Opgave 6.5 Ifplge Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium med p = 3
og k = n—2 har P en irreducibel faktor i Z[ x] af grad mindst n—1. Dvs. hvis P
er reducibelt, ma det have enrod. Enrodi P er et helt tal som garop i3, og det
ses derfor nemt at P ikke har nogen heltallig rod. Dermed er P irreducibelt i
Z[x].

Opgave 7.1 Nar x = —1 er dobbeltrod i P(x) = ax" + nx" 2+ b, n ulige, er
0=P(-1)=—a—n+bog0=P/(—1)=an+n(n—2),dvs.a=2—nogb=2.

Opgave 7.2 Polynomiet Q(x) = P(x)— P(—x) har grad hojst fem samt fem for-
skellige redder —b, —a, 0, a og b. Desuden er Q’(0) = 0, hvilket viser at 0 er
dobbeltrod. Dermed ma Q(x) veere nulpolynomiet, dvs. at P(x) = P(—x) for
alle x.

Opgave 7.3 For P/(x)=3x?+2ax+ b vil diskriminanten vaere positivda b < 0,
dvs. P’(x) har to forskellige reelle redder x; og x,. Da P(x) er et tredjegradspo-
lynomium, vil det have tre forskellige reelle redder netop hvis P(x;) og P(x,)
har forskellige fortegn, dvs. netop hvis P(x;)P(x,) < 0 (overvej). Ved at udnytte
at ab = 9c¢, far man ved division af P(x) med P’(x) at resten er x(% — %az).

Da ) ) )
Plx)= P(x)= £, 409
(x) (x)3x+x(3b 9a )

0gx1x2:§<0, er

2 2
P(x;)P(x,) = xlxz(gb — §a2)2 <0.

Opgave 7.4 Lad P(x) = ax*+bx3+cx?>+dx +e. Ifolgei) er b = d =0, og
ifolge iii) er e = 1. Yderligere giver ii) at a > 0, dvs. P(x)=ax*+ cx?+1, hvor
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a>0.

Da P(x) har to lokale minima, ma P’(x)=4ax3+2cx =2x(2ax?+ c) have tre
forskellige reelle redder, og da a > 0 giver dette at ¢ < 0. Redderne i P’(x) er
x=0o0g x =x+/—c/(2a), dvs. at 2¢/—c/(2a) =2 og dermed ¢ =—2a. Endelig
giverii) at P(x)=ax*—2ax*+1=a(x?*—1)>+1—a >0, dvs. at 0 < a < 1. Det
er nemt at tjekke at alle sddanne polynomier opfylder de fire betingelser.
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