Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Geometri

Her preesenteres idéer til hvordan man lgser geometriopgaver til 2. runde af
Georg Mohr-Konkurrencen. Det er en forudsaetning for at arbejde med disse
tip til 2. runde at du allerede har arbejdet med Geometri - Tip til 1. runde.

For at blive god til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er det allervigtig-
ste ligesom til 1. runde at lase mange opgaver, og derfor er der ogsa en masse
opgaver hvor langt de fleste er fra 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen.

Til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er der fem opgaver som skal lgses
pa fire timer. De er alle svere fordi man skal veere kreativ og kombinere ting
man ikke plejer, og s er det desuden en udfordring at skrive en god besvarelse
hvor man argumenterer korrekt matematisk. Der er lgsninger til alle opgaver
bagerst sa du kan se hvordan en fuldstendig besvarelse kan se ud, men lees
dem forst nar du selv har arbejdet leenge med en opgave.
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1 Areal af trekanter

Areal af trekant
Formlen for arealet af en trekant er

hgjde - grundlinje
2

areal =

Derfor har trekanter med samme grundlinje og samme hgjde ogsa sam-
me areal.

P4 figuren er indtegnet en AABC og en linje gennem C parallel med
grundlinjen AB. Nar C skubbes langs denne linje bevares grundlinje og
hejde, og derfor har de to trekanter ABC og ABC’ samme areal.

Eksempel Betragt et rektangel AB C D hvor midtpunkterne af siderne er
henholdsvis X, Y, Z og U. Lad desuden T veere midtpunktet af linjestyk-
ket XU.

A u D
T

X VA

B Y C

Vi ensker at bestemme hvor stor en brokdel arealet af AT Y Z udger af
arealet af rektanglet ABCD.
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Af symmetrigrunde ma linjen X U veere parallel med linjen Y Z. Hvis vi
betragter Y Z som AT Y Z’s grundlinje, kan vi derfor flytte T langs linjen
XU uden at e&ndre pa arealet.
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Altsa har AU Y Z samme areal som ATYZ.Da U, Y og Z alle er midt-
punkter af sider i rektanglet ABC D, udgoer arealet af AU Y Z % af arealet
af rektangel ABCD.

Tip: Kan du inddele et areal i trekanter?

Nar man skal bestemme arealer af fx firkanter, er det ofte en god idé at
dele dem opi trekanter. Selvnar man skal bestemme arealet af en trekant,
kan det nogle gange vere en god idé at dele den op i to nye trekanter.

\. J

Opgave 1.1. Betragt et rektangel ABCD hvor X og Y er midtpunkterne af
henholdsvis AD og BC, mens Z og U blot er punkter pa henholdvis AB og
CD.

A X D
Z

U
B Y C

Hvor stor en breokdel udger arealet af firkant XZY U af arealet af rektangel
ABCD?
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Forhold mellem arealer af trekanter

Forholdet mellem arealerne af to trekanter med samme hojde er lig med

forholdet mellem grundlinjerne.
C
areaAABC)  |AB|

arealAA’B’C)  |A’B/|

A A B B’

Forholdet mellem arealerne af to trekanter med samme grundlinje er lig
med forholdet mellem hgjderne.

area AABC) h
areal(AABC’) W

\.

Bevis Folger direkte af formlen for arealet af en trekant.

Opgave1.2. Betragt etrektangel ABC D. Rektanglets ene sideleengde |[AB| =5,
og X er et punkt pad siden AB sd |AX|=1.Desuden er Y et punkt pa siden CD
sd |CY|=1.Betragt ABY T hvor T er et punkt pa linjestykket X D.

A D
1 T
X
4
4
Y
1
B C

Hvor stor en brekdel udger arealet af ABY T af arealet af rektangel ABC D?
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Opgave 1.3. Ten AABC er X et punkt pd siden AB med |C X|=5.Lad Y veere
et punkt pa linjestykket CX sa |CY|=4.

C

A X B

Hvor stor en brokdel udgoer arealet af AAY B af arealet af AABC?

Opgave 1.4. Fra et indre punkt i et rektangel treekkes forbindelseslinjer til de
fire siders midtpunkter. Herved opstar fire omrader (polygoner) med arealer-
nea, b, c ogd (se figur). Bevisata+c=b +d.

(Georg Mohr-Konkurrencen 2002)
Opgave 1.5. 1 en reguleer tikant ligger AABC som vist pa figuren.

C
A B

Hvor stor en brgkdel udger trekantens areal af hele tikantens areal?
Svaret onskes opskrevet som en brek hvor teller og neevner er hele tal.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2007)
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Opgave 1.6. En firkant klippes ud af et stykke gavepapir, som har lige brede
hvide og bla striber:

e

De blé striber i firkanten har et samlet areal pa 10. Bestem arealet af firkanten.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2020)
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2 Ensvinklede trekanter

For atbestemme leengden af E F er det nok at bestemme leengden af CE.

Ensvinklede trekanter Linjestykket E C er en sidei ACDE, og derfor gnsker vi at vide mere om
Hyvis to trekanter har parvis lige store vinkler, kaldes de ensvinklede, og G b i
forholdet mellem ensliggende sider er det samme. Vibemerker at ABCF og ACED er ensvinklede: De er begge retvinkle-
de, og vinklen ved B i ABCF er lig vinklen ved C i ACE D da de begge
|AB| _ |BC| _ |AC| summerer til 90° sammen med vinkel C i ABCF.
|A’B’| |B’C’| |A'C| Da ABCF erret, ogvi kender leengden af de to kateter, kan vi bestemme
c’ hypotenusens leengde vha. Pythagoras’ seetning. Hypotenusens leengde
c er |BC|=+/32442 =5, dvs. kvadratets sideleengde er 5.
Nu kan vi beregne forholdet mellem ensliggende sider i ACED og
ABCF:
., . , IcDi _s
A B IBF| 4
Hvis forholdet mellem ensliggende sider er 1, kaldes trekanterne kon- Altsa er 5 25
gruente. |CE|=--|BC|=—.
L J 4 4
p \ Dette viser at
Tip: Er der ensvinklede trekanter gemt pa figuren? |EF|=|CE|—|CF|= 2_5 —3= E
I geometri er det ofte vigtigt at undersege om der er ensvinklede trekan- \ 4 4 J
ter, da man ved at se pa forhold mellem sider kan bestemme leengder pa
figuren. Opgave2.1. Rektanglet ABC D er dobbelt sa bredt som det er hojt, og rektang-
) g let EF CG er dobbelt sd hojt som det er bredt. Punktet E ligger pd diagonalen
( ) BD.
Eksempel I et kvadrat ABC D er indtegnet punkter og linjer som vist sa
|BF|=40g|CF|=3.Viognsker at bestemme leengden af EF. A D
A_E D E G
F
B F C
B C Hvor stor en brokdel udger det lille rektangels areal af det stores?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2004)
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Opgave 2.2. To kvadrater, begge med sideleengde 1, er anbragt séledes at det
ene har en vinkelspids i det andets midtpunkt. Bestem arealet af det bld om-
réde.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1997)

Opgave 2.3. Firkant ABCD er et kvadrat med sideleengden 1, og punkterne
E, F, G og H er sidernes midtpunkter.

B F C
Q R

E G
p S

A H D

Bestem arealet af firkant PQRS.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2000)

Opgave2.4. Etrektangulert stykke papir har sideleengderne 12 og 15. Et hjor-
ne bukkes om som vist pa figuren.

15

12

Bestem arealet af den bla trekant.
(Georg Mohr-Konkurrencen 1993)
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3 Find den retvinklede trekant

Tip: Kan du finde en interessant retvinklet trekant?

Deinteressante retvinklede trekanter er ikke altid synlige pa figuren, man
skal selv opdage dem! Nar man leder efter retvinklede trekanter, er det
vigtigt at huske at hvis en linje tangerer en cirkel, sa stér linjen fra cen-
trum til reringspunktet vinkelret pd tangenten.

Husk desuden at hvis to cirkler tangerer hinanden, da gér linjen gennem
de to centre ogsa gennem cirklernes roringspunkt.

\. J

Opgave 3.1. Pa den viste figur har de sma cirkler radius 1.

Beregn arealet af den bla del af figuren.
(Georg Mohr-Konkurrencen 1998)
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Opgave 3.2. Fire retvinklede trekanter hver med kateteleengderne 1 og 2 sam-

les til en figur som vist.

Hvor stor en brgkdel udger den lille cirkels areal af den stores?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2010)

Opgave 3.3. Pa tre parallelle linjer med afstande som angivet pa figuren ligger
punkterne A, B og C sdledes at firkant ABCD er et kvadrat.

D C

Find arealet af dette kvadrat.
(Georg Mohr-Konkurrencen 1998)
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4 30%60%90~trekanter

Trekanter med vinklerne 30% 60% 90°

I en retvinklet trekant hvor de spidse vinkler er 30° og 60°, gaelder:
¢ Hypotenusen er dobbelt sé lang som den korteste katete.

e Den lengste katete er v/3 gange leengden af den korteste katete, dvs.
den er ‘/7§ gange leengden af hypotenusen.

Bevis Vi spejler trekanten i den leengste katete s vi far en trekant hvor alle
vinkler er 60°, dvs. en ligesidet trekant.

Daden nye trekant er ligesidet, ses det umiddelbart at hypotenusen er dobbelt
sd lang som den korteste katete.

Den leengste katete kan findes ved Pythagoras’ seetning. Vi kalder leengden af
den korteste katete for x ogleengden af den leengste katete for y. Da er

Yy=4/2x)2—-x2=v3x2= V3x.

Dermed er den leengste katete v/3 gange leengden af den korteste katete, dvs.

den er @ gange leengden af hypotenusen.

Tip: Er der en 30% 60% 90>trekant pa figuren?
Det er ofte meget anvendeligt at laegge meerke til 30% 60> 90*trekanter og
udnytte at forholdet mellem siderne er kendt.
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Opgave 4.1. Et vinglas med et tveersnit som vist har den egenskab at en ap- Opgave4.3. Figuren viser en vinkel pa 60°, hvori der ligger 2007 nummererede
pelsin af form som en kugle med radius 3cm lige netop kan anbringes i glasset cirkler (kun de tre forste er vist pa figuren). Cirklerne er nummererede efter
uden at rage op over glasset. storrelse. Cirklerne tangerer vinklens ben og hinanden som vist pé figuren.

Cirkel nummer 1 har radius 1.

Dol—=
Iy
p—

Bestem hojden h af glasset. Bestem radius af cirkel nummer 2007.
(Georg Mohr-Konkurrencen 1994) (Georg Mohr-Konkurrencen 2007)
Opgave 4.2. Den viste stjerne er symmetrisk om hver af de seks viste diago-

naler. Alle forbindelseslinjer fra punkterne A;, A,, ..., Ag til stjernens centrum
har leengden 1, og alle de viste vinkler ved By, B,, ..., By er rette.

Bestem stjernens areal.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2006)
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5 Tegn den smarte linje

Geometriopgaver bliver som regel sveere nar man selv skal indfere en smart
linje for at lase dem, og en del af kunsten ndr man arbejder med geometri, er
ofte at gennemskue hvilken ekstra linje eller nyt punkt man skal tegne.

Eksempel Opgave 3 fra Georg Mohr-Konkurrencen 2015 var en opgave
hvor en smart ekstra linje var hele neglen til at lase opgaven.

I opgaven har vi en ligesidet trekant ABC. Punktet D ligger pa forlen-
gelsen af AB ud over B, punktet E ligger pa forleengelsen af C B ud over
B,og|CD|=|DE|.

C

Opgaven gar ud pa at bevise at |[AD|=|BE|.

Allerforst betragter vi figuren og laegger meerke til alle de vinkler der er
60°, da AABC er ligesidet, og at ACDE er ligebenet, dvs. vinklerne ved
C og E er ens. Det giver overblik over hvad de ens leengder pé figuren
umiddelbart medforer.
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Derefter fokuserer vi pa det vi skal vise. Linjestykket AD er inddelt i to
dele. En idé er derfor at inddele linjestykket BE i to dele der svarer til de
to dele af AD. Det giver idéen til at tegne et punkt P p& BE sa |BP| =
|BD|. Da vinklen ved B i ABDP er 60°, er den nye trekant ligesidet, dvs.
alle vinkler er 60°.

C

15

Nu mangler vi at vise at |PE| er sideleengden i AABC. Hvis vi betragter
figuren med viden om at dette er sandt da vi jo ved at det er det vi skal
bevise, sa kan vise at ABC D og AP E D mé vere kongruente. Hvis vi kan
bevise dette, har vi bevist det enskede. Den made at teenke pa svarer til
at "teenke bagleens”. Hvis vi ved hvad vi skal na frem til, kan vi s& at sige
indse hvad det er ensbetydende med, og vise dette i stedet.

Vived alleredeat /ZBCD = /D E P. Desuden ved viat vinkel Bi ABCD er
180°—60° =120°, og tilsvarende at vinkel P i APE D er 180°—60° = 120°.
Altsa er ABCD og APED ensvinklede, og da |CD|=|DE|, mé de veere
kongruente. Dette viser at leengden af PE er sideleengden i AABC, og
altsa at [AD|=|BE|.
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Tip: Tegn den smarte linje

Overvej hvad du skal né frem til, og om der er en linje eller et nyt punkt
der vil veere smart at indfgre for at vise dette.

Tip: ”Teenk baglaens”

Hvis du skal bevise noget, er det nogle gange en god idé et "taenke bag-
leens”, dvs. at overveje hvordan beviset vil slutte. Fx at det du skal bevise
er ensbetydende med noget andet som det er nemmere at bevise.

\. J

Opgave5.1. Indenien cirkel med radius 6 ligger fire mindre cirkler med centre
A, B, CogD. Cirklerne rgrer hinanden som vist. Det punkt hvori cirklerne med
centrum i A og C regrer hinanden, er den store cirkels centrum.

Ay

D

Beregn arealet af firkant ABCD.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2012)

Opgave5.2. 1 ottekanten vist nedenfor har alle sider leengden 1, og alle vinkler
er lige store.

A

Bestem afstanden mellem hjgrnerne A og B.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2011)
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Opgave5.3. Figuren viser et rektangel, dets omskrevne cirkel og fire halvcirk-
ler, der har rektanglets sider som diametre.

Bevis at de fire bld méneformede omréders arealer tilsammen er lig med are-
alet af det lysebla rektangel.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2013)

Opgave5.4. Bevis at alle firkanter ABCD hvor /B =/D =90°,|AB|=|BC| og
|AD|+|D C|=1, har samme areal.

D

(Georg Mohr-Konkurrencen 2016)
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Opgave 5.5. 1 AABC er |AC| > |BC|. Punktet M ligger pa vinkelhalverings-
linjen til vinkel C, og BM er vinkelret pa vinkelhalveringslinjen.

C

A B

Bevis at arealet af AAM C er halvt sa stort som arealet af AABC.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2021)
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6 Drej figuren

Nu skal vi se hvordan man kan lgse geometriopgaver ved at dreje dele af en
figur. Vi har tidligere lost opgave 1 fra Georg Mohr-Konkurrencen 1997 ved at
benytte ensvinklede trekanter, men den kan ogsa leses ved at dreje figuren.

Eksempel To kvadrater, begge med sideleengde 1, er anbragt saledes at
det ene har en vinkelspids i det andets midtpunkt. Bestem arealet af det
bld omréde.

Ved at forlaenge nogle linjer som vist, inddeles det ene kvadrat i fire de-
le af to linjer som star vinkelret pa hinanden og gar gennem kvadratets
midtpunkt .

Nar et kvadrat drejes 90° om dets midtpunkt, sa drejes det over i sig selv.
Her drejes de to linjer gennem dets midtpunkt ogsa over i hinanden da
de star vinkelret pa hinanden, og det betyder at omrade 1 drejes over i
omrade 2, omrade 2 drejes over i omrade 3, osv.

Dermed er alle fire omrader kongruente, og de har derfor samme areal.
Altsa er arealet af det bl omréade ;.
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Et andet eksempel er opgave 3 fra Georg Mohr-Konkurrencen 2016 som var

en opgave i forrige kapitel, men her ser vi pa en anden lgsning af opgaven der Bemzrk at i opgaven er firkant ABCD ikke entydigt bestemt, men ved
udnytter en drejning. at tegne diagonalen og dreje den ene del af firkanten, s& skaber vi en
retvinklet ligebenet trekant med hypotenuse 1. Vi far altsd den samme
( Eksempel Bevis at alle firkanter ABC D hvor ZB = /D =90°, |AB| = | BC]| ] tr.ekantouanset hvilken firkant ABC D med de (Z)nskec.le'egenskaber som
0g |AD|+|DC|= 1, har samme areal. \ vi ser pa. Det er det som er det smarte ved denne drejning.
D

Tip: Drej eller spejl figuren
A c Overvej om du kan dreje en del af figuren fx for at vise at to dele er kon-
gruente, eller for at fa linjestykker eller andet til at ligge mere hensigts-

meessigt i forhold til hinanden.
B

Nogle gange skal man ikke dreje, men spejle.

\.

I denne opgave er det ikke let at gennemskue hvad en smart drejning er.
En oplysning i opgaven der umiddelbart kan virke sver at anvende, er Opgave 6.1. Pa en halvlinje fra midtpunktet M af et linjestykke AB ligger
|AD|+|D C|=1.Enidé er at fa disse to linjestykker til at ligge i forleengelse punkterne C og D s& |AC|=|BD|.

afhinanden sé vi far en side med leengde 1. Betragt derfor en 90° drejning
af ABCD i punktet B som vist:

A

Da vinkel B er ret og |AB| = |BC]|, drejes C i A. Lad D’ vaere det punkt
D drejes over i. Da vinkelsummen i en firkant er 360°, m& summen af de Bevis at vinklerne u = ZACM og v =/ZBDM er lige store.
to ikke rette vinkler A og C vere 180°. Det betyder at punkterne D, A og (Georg Mohr-Konkurrencen 2014)

D’ ligger pa en linje. Nu har vi skabt en ABD D’ med samme areal som
firkant ABC D. Denne trekant er retvinklet da vinklen ved B er ret. Des-
uden er den ligebenet da |BD| =|BD’| fordi den ene er fremkommet ved
en drejning af den anden. Trekant D BD’ er derfor en retvinklet ligesidet
trekant med hypotenuse 1, dvs. den har areal %.
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Opgave 6.2. 1kvadratet ABC D med sideleengde 2 er M midtpunkt af BC og
P et punkt pa D C. Bestem den mindste verdi af |[AP|+|P M|.

A D
p
B M C

(Georg Mohr-Konkurrencen 2001)

Opgave 6.3. Lad E veere et vilkarligt punkt forskelligt fra A og B pa siden AB
afetkvadrat ABC D, oglad F og G veere punkter pd linjestykket CE sa BF og
DG star vinkelret pa CE.

D C

Bevis at |D F|=|AG]|.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2009)
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7 Udfordringer

I dette sidste afsnit er samlet nogle udfordrende opgaver fra Georg Mohr-
Konkurrencen som typisk kraever at du kombinerer flere af teknikkerne vi har
set pa indtil nu.

Opgave 7.1. En ligesidet AABC er givet. Med BC som diameter tegnes en
halvcirkel uden for trekanten. P4 halvcirklen veelges punkter D og E sa bue-
leengderne BD, DE og E C er lige store.

D E

A

Bevis at linjestykkerne AD og AE deler siden BC i tre lige store stykker.

Opgave7.2. Punktet P ligger indeni AABC sa ABPC er ligebenet, og vinkel
P erret. Desuden er ABAN og ACAM begge ligebenede og med en ret vinkel
i A, og begge ligger uden for AABC.

N

Vis at AM N P er ligebenet og retvinklet. (Georg Mohr-Konkurrencen 2005)

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave7.3. TAABC er ZC =90° og|AC|=|BC|. Desuden er M et indre punkt
i trekanten sa [MC|=1, |[MA|=2 og [M B| = v2.

A

Beregn |AB|.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2002)

Opgave 7.4. 1 trekant ABC skeerer vinkelhalveringslinjen fra A siden BC i
punktet D. Punktet E ligger pa siden AC, og linjerne AD og BE skerer hin-

F BF| 5
anden i punktet F. Desuden geelder | =3o0g u =—.
|FD| |[FE| 3
B
D
F
A E C

Bevis at |AB|=|AC|.

(Georg Mohr-Konkurrencen 2013)

Opgave7.5. 1sekskant ABC D EF er alle vinkler lige store. Om sideleengderne
geelder |[AB|=|CD|=|EF|=30g|BC|=|DE|=|FA|=2. Diagonalerne AD
og CF skeerer hinanden i punktet G. Punktet H ligger pa siden C D saledes at
|[DH|=1.Bevis at AEGH er ligesidet.

(Georg Mohr-Konkurrencen 2019)
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Opgave 7.6. I nedenstdende figur er trekanterne BCD, CAE og ABF ligesi-
dede, og trekanten ABC er retvinklet med ZA =90°.

E

Bevis at |AD|=|EF)|.

(Georg Mohr-Konkurrencen 2019)

Opgave 7.7. Om femkant ABCDE vides at vinkel A og vinkel C er rette, og
at siderne |[AB| =4, |BC|=5,|CD|=10 og |D E| = 6. Endvidere gelder det at
punktet C’, der fremkommer ved spejling af C ilinjen BD, ligger pé linjestyk-
ket AE. Find vinkel E.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1997)
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8 Lesninger

Opgave 1.1 Inddel firkant XZ Y U i to trekanter AXYZ og AXYU

A X D A X D
z z
|
|

U ! U

B Y C B Y C

Da AB er parallel med Y X, m&d AX Y Z have samme areal som AXY B da de
har samme grundlinje X Y og samme hejde. Tilsvarende har AX YU samme
areal som AX Y C. Altsa udger arealet af firkant XZ Y U halvdelen af arealet
af rektangel ABCD.

Opgave 1.2 Firkant BXDY er et parallelogram da siderne BX og DY er pa-
rallelle og lige lange. Altsé er linjen X D parallel med linjen BY .

A D A D
1 T 1 T
X X

4 4
4 4

1 1
B C B h C

Hvis vi betragter BY som grundlinje i ABY T, betyder det at vi kan flytte T
langslinjen X D uden at &endre arealetaf ABY T.Dermed er arealetaf ABY T
lig med arealet af ABY D. Kald bredden af rektangel ABCD for h. Daer h
hejde i ABY D hvor vi nu betragter DY som grundlinje. Dermed er

h-4
areall ABY T)=areal ABY D)= - = 2h.

Tilsvarende er
areallABCD)=(1+4)-h=5h.

Georg Mohr-Konkurrencen

Dermed udgor arealet af ABY T % af arealet af rektangel ABCD.

Opgave 1.3 Betragt hojden h fra C i AABC oghojden k' fra Y i AABY . Fod-
punkterne for de to hejder kaldes henholdsvis H og H’

B

Trekanterne ACX H og AY XH’ er nu ensvinklede da de har samme vinkel
ved X, og begge er retvinklede. De betyder at forholdet mellem ensliggende
sider er det samme, dvs.
h' |XY| 5—-4 1
h |XC| 5 5
Dermed udgor arealet af AABY £ af arealet af AABC.

Opgave 1.4 Opdel som vist omraderne ved hjelp af forbindelseslinjer til rek-
tanglets hjorner, og lad a,, a,, by, by, ¢, ¢, dy, d, betegne arealerne af de
fremkomne trekanter.

Da trekanter med samme hgjde og grundlinje har samme areal, er a; = by,
b, =c¢,, c; =d, og d, = a,. Dermed er

a+C:611+a2+61+(/‘2:b1+d2+d1+b2:b+d.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 1.5 Lad O vere tikantens midtpunkt. Punktet O er midtpunktet af AB,
og ved at forbinde O med tikantens hjgrner opdeles tikanten i ti kongruente
trekanter. Dermed udgoer arealet af AAO C en tiendedel af tikantens areal.

C

A B

Trekant ABC har dobbelt sa stort areal som AAOC da grundlinjen AB i
AABC er dobbelt sa lang som grundlinjen AO i AAOC, mens hojden fra C
er den samme. Trekant ABC udgor altsd 5 = 1 af tikantens areal.

Opgave 1.6 Med de viste hjelpelinjer opdeles firkanten i en reekke par af tre-
kanter. Hvert par bestar af en hvid og en blé trekant der har en side feelles;
med denne side som grundlinje har de to trekanter samme hejde fordi stri-
berne er lige brede, og derfor har de sa samme areal. Det samlede hvide areal
har derfor samme storrelse som det samlede blé areal, og firkantens areal er
derfor 2-10=20.

Opgave 2.1 Kald leengden af linjestykket DG for x. Trekanterne EGD og
BCD er ensvinklede da siderne BC og EG er parallelle. Da BC er dobbelt
sdlang som CD, ma EG ogsé veere dobbelt sa lang som G D, altsa |[EG| =2x.
Yderligere er G C dobbelt sd lang som EG, altsa |GC|=4x.

15

Georg Mohr-Konkurrencen

A D
E G
B F C

Det lille rektangel E F CG har derfor sideleengderne 2x og 4x, mens det sto-
re rektangel ABC D har sideleengderne |[DC|=|DG|+|GC|=5x og |BC| =
2|DC|=10x. Arealet af det lille rektangel udger dermed brokdelen

2x-4x 4

5x-10x 25
af arealet af det store rektangel.

Opgave 2.2 Kald midten af det forste kvadrat for O, og tegn linjer fra O vinkel-
ret pa kvadratets sider som vist sa kvadratet inddeles i fire lige store dele med
areal 1.

Ol

Derved fremkommer to sma retvinklede trekanter. De er ensvinklede da vink-
len ved O i begge trekanter summerer til 90° sammen med den markerede
vinkel pd tegningen. Trekanterne mé desuden vere kongruente fordi deres
leengste katete er afstanden fra O til kvadratets sider. Dermed er arealet af den
blé firkant lig med arealet af en af de fire lige store dele af kvadratet, dvs. det
er ;.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 2.3 Af symmetrigrunde er alle vinkler ved P, Q, R og S rette. Trekant
CGR er derfor ensvinklet med ACDS da de begge er rette og deler vinklen
ved C. Da G er midtpunktet af C D, ma forholdet mellem dem veere 1 : 2. Kald
leengden af CR for x. Da er leengden af CS lig 2x, og af symmetrigrunde er
leengden af SD ogsa x.

B F C
Q R

E G
p S

A H D

Nu har vi en retvinklet ACDS hvor leengden af kateterne er x og 2x, mens
leengden af hypotenusen er 1, dvs. ifelge Pythagoras’ seetning er
1
+02xP=1” o x*= 5
Firkant PQRS er et kvadrat med sidelengde x, dvs. dets areal er x> = £.

Opgave 2.4 Bemeerk forst at |C E| = 15 da det er bredden af rektanglet. Vha.
Pythagoras’ s@tning kan vi nu udregne leengden af E B.

|[EB|=+/|CE|2—|BC]2=4/152—122=9,

Dermed er |[AE|=|AB|—|EB|=15—9=6.

A E B
F

| 12
D 15 C
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Trekanterne AEF og BCE er ensvinklede da de begge er retvinklede, og da
vinkel E i AAEF ma veere lig med vinkel C i ABCE da de begge summe-
rer til 90° med vinkel E i ABC E. Forholdet mellem ensliggende sider i de to

trekanter er
JAE| 6 1

BC| 1273
Dermeder |[EF|= % -|CE|= % -15= %, dvs. arealet af den bla trekant er

1 1 15 225
—-|EF|-|CE|==+—-15=—.

2 2 2 4

Opgave 3.1 Tegn to linjer gennem den store cirkels centrum som tangerer de
sma som vist. Disse ma sta vinkelret pd hinanden pga. symmetri. Tegn yder-
ligere to linjer fra centrum i en af de smaé cirkler vinkelret ned pé tangenterne
som vist. Dermed dannes et lille kvadrat med samme sideleengde som radius
iden lille cirkel, dvs. 1.

|

Diagonalen i et kvadrat med sideleengde 1 har ifelge Pythagoras’ satning
leengde v/2, dvs. radius i den store cirkel er +/2 + 1. Arealet af det bld omra-
de er altsa

T-(1+v2P—4-7-1°=n-(1+2+2v2)—4n=(2vV2-1)m.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 3.2 Den lille cirkels og den store cirkels centrum er placeret i det punkt
hvor de fire trekanters rette vinkler medes, da dette punkt har samme afstand
til de fire trekanters fjerneste vinkelspidser samt samme afstand til de fire tre-
kanters hypotenuser, som den lille cirkel tangerer.

Radius i den store cirkel er derfor leengden af trekantens leengste katete, dvs.
2, og den store cirkels areal er 7 - 22 = 471.

Radius i den lille cirkel er lig med hejden h pd hypotenusen i de retvinklede
trekanter fordi hypotenusen er tangent til cirklen, og tangenten stér vinkelret
pé radius i sit reringspunkt.

Langden af hypotenusen er ifolge Pythagoras’ seetning v/12 + 22 = /5, og hoj-
den h kan findes ved at udtrykke arealet af en af trekanterne pa to mader

1 1 2
~.1.2==-h-V/5 h=—.
5 5 IR Ve
- 22 4 -
Den lille cirkels areal er dermed 7 - (ﬁ) = gﬂ? og den lille cirkels areal udger
derfor
sm_1
45

af den store cirkels areal.

Opgave 3.3 Indtegn en linje gennem B vinkelret pa de tre parallelle linjer sa
der dannes to retvinklede trekanter ABP og BCQ. Vinkel C i ABCQ er lig
med vinkel B i AABP dade begge sammen med vinkel B i ABCQ summerer
til 90°. Dermed er trekanterne ABP og B CQ ensvinklede.
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P
5
A s B
7
N
Q
D C

Da leengden af deres hypotenuser begge er kvadratets sideleengde s, ma de
veere kongruente. Altsa har deres kateter leengde 5 og 7, mens der om deres
hypotenuse s ifolge Pythagoras’ seetning geelder at

s?=5%4+72=74.
Kvadratets areal er dermed s2 = 74.

Opgave 4.1 Tegn linjer gennem centrum af appelsinen som vist pa figuren, og
husk at en linje fra centrum af en cirkel til reringenspunktet for en tangent
star vinkelret pa tangenten.

|~
oy

Den bla trekant er retvinklet, og vinklen ved glassets bund er % = 30°. Der-
med er den en 30260%90%trekant. Det betyder at hypotenusen er dobbelt sa
lang som den lille katete, dvs. 2 -3 = 6. Samlet er hojden af glasset uden stilk
%h =6+3=9, dvs. glassets hpjdeer h =2-9=18.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 4.2 Pé figuren til hojre ses en sjettedel af stjernen. Da

360°
L4,04y==—=60

0g|0A;|=|0A,| =1, er AOA; A, en ligesidet trekant, og dermed har den hoj-
de

og areal

Trekant A; A, B; er en retvinklet ligebenet trekant med hypotenuse 1, og der-
med er hgjden pa hypotenusen % Altsa er arealet af AA; A, B; ligmed

11 1

. l1==.

2 2 4
Dermed er arealet af firkant

V3 1 4/3-1
OA1B1A2=———= .
4 4 4
Arealet af hele stjernen er derfor
6. V3—1_3v3-3

4 2
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Opgave 4.3 Vi viser at nar vii en 60° vinkel har to cirkler der tangerer som vist,
da har den storste en radius der er 3 gange sé stor som den mindste.

Kald radius og centrum i den lille cirkel for henholdsvis r; og C; og tilsva-
rende for den store. Pa figuren er tegnet en linje gennem vinkelspidsen og de
to centre, og denne linje deler vinklen i to vinkler p& 30°. Desuden er tegnet
linjer fra cirklernes centre til reringspunktet for tangenten, og vi ved at disse
linjer star vinkelret pa tangenten. Dermed har vi skabt to 30260290 trekanter,
og her ved vi at hypotenusen er dobbelt sa lang som den mindste katete. Af-
standen fra en cirkels centrum til vinkelspidsen O er derfor altid dobbelt s&
stor som cirklens radius, dvs. |OC;|=2r, og |0 C,|=2r,. Hvis vi lader P vere
roringspunktet mellem de to cirkler, betyder det at

|OP|=|0C|+|CiP|=2r+1r,=3m.
Tilsvarende ved vi at
|OP|:|OC2|—|PC2|=2r2—r2: .

Dermed er 1, = 317, hvilken netop var hvad vi ville vise. Da forholdet mellem
radius i to nabocirkler dermed altid er 3, ma r,pq7 = 1 - 32006 = 32006,

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 5.1 De smarte linjer i denne opgave viser sig at veere linjerne AC og
BD da det giver os en vigtig retvinklet trekant:

Forst tegner vi en linje gennem centrene B og D. Denne linje ma af symmetri-

grunde tangerer de to cirkler med centre A og C, og derfor star linjen vinkelret
pélinjen AC.

Diameteren i cirklerne med centrum A og C svarer til radius i den store cirkel,
dvs. de har radius § = 3.

Kald radius i cirklerne med centrum B og D for r. Trekant O BC er dermed en
retvinklet trekanthvor |OC| =3, |BO|=6—r og|BC|=3+r.Ifolge Pythagoras’
setning er

(r+3P%=3%+6-r? & r’+9+6r=9+36+r’-12r o r=2.

Nu er arealet af firkant ABC D lig med

1
4:|BOJ:|CO|=2-(6—2)-3=24.
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Opgave 5.2 Da ottekanten er reguleer, dvs. alle vinkler er lige store, og alle sider
er ens, ma den drejes over i sig selv ved en drejning gennem dens midtpunkt
med en vinkel pa %)0 -2=90°. Det betyder at vi kan skabe en retvinklet trekant
ved at forleenge to af siderne som vist.

A 1 P x O

Da der er symmetri, er AOPQ og AOAB begge ligebenede retvinklede tre-
kanter, dvs. de er ensvinklede.

Kald leengden af kateten i AOPQ for x. Pythagoras’ saetning giver at

1 1
2, .2 _ 72 2
X+x°=1" & x=- & x=—.
2 V2
Forholdet mellem ensliggende sideri AOAB og AOPQ er nu
1
41
ﬁl =1++2.
V2

Dermed er

|AB|=(1++v2)|PQ|=1+ 2.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 5.3 Vi skal finde en sammenhang mellem diametrene i alle tre cirkel-
storrelser for at kunne lase opgaven, og ved at tegne en diagonal i rektanglet
far vi vha. Pythagoras’ seetning en sddan sammenhang. Derfor er en diagonal
irektanglet den smarte linje her.

Lad 2a, 2b og 2c¢ vere diametrene i de tre cirkler som vist pa figuren, og der-
med ogsa leengden af henholdsvis siderne og diagonalen i rektanglet. Der geel-
der ifelge Pythagoras’ satning (2a)? +(2b)? = (2¢)?, og dermed a? + b? = c2.

2b

2a 2¢

Arealet af det lysebla rektangel er 2a - 2b = 4ab. Arealet af de fire hvide om-
rader er lig med arealet af den store cirkel minus arealet af rektanglet, dvs.
7-c?2—4ab. Arealet af de fire bld maneformede omrader er arealet af to cirkler
med radius a og b minus arealet af de hvide omréde, dvs.

n-a2+7r-bz—(ﬂ-cz—4ab):n-(a2+b2—cz)+4ab:4ab,

hvilket netop er arealet af rektanglet.

Opgave 5.4 Idéen er at opdele firkanten i to trekanter som vi kan bestemme
arealet af. Da det er nemt at bestemme areal af retvinklede trekanter, inddeler
vi firkanten ved at tegne diagonalen AC.

Seet x = |AD|, y = |DC| og z = |AB| = |BC]|. Firkantens areal udregnes som
summen af arealerne af AABC og AACD, alts& 5z°+ 5x .

20

Pythagoras’ setning anvendt pA AABC og AACD giver 2z2 = |ACJ? og
x%+ y?=|AC|? og dermed 2z2 = x? + y2. Alts4 er firkantens areal

1 1 1 1 1

Ezz + Exy = Z(Zz2 +2xy)= A—l(x2 +y%42xy)= Z(x +y)2.

Alle firkanter der opfylder betingelsen x+y = 1, har altsd samme areal, nemlig
arealet ;.

Opgave 5.5 Idéen i denne opgave er at inddele AAM C ito dele sa den ene del
har samme areal som ABM C og den anden samme areal som AABM da det
viser det enskede.

Lad P vere skeeringspunktet mellem forlengelsen af BM og siden AC. Da
|AC|>|BC]|, ligger punktet P mellem A og C. Vi viser nu at arealet af ACM P
er lig arealet af ACM B, og at arealet af AAM P lig arealet aft AABM, da det
viser at arealet af AAM C er halvt s stort som arealet af AABC.

C

A B

De to retvinklede trekanter CM P og CM B er kongruente da de deler siden
CM og har samme vinkel ved C. Deraf folger at de har samme areal. Det fol-
ger ogsa at |M P| = |M B|. Trekanterne AM P og AM B har dermed lige lange
grundlinjer M P og M B, og da de har samme hojde fra A, har de samme areal.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 6.1 Drej AACM 180° om punktet M. Punktet A drejes over i B da
|AM|=|BM]|. Lad E veere det punkt som C drejes over i. Dette punkt ma ligge
pé forleengelsen af linjen M C da det er en drejning pa 180° af C i punktet M,
dvs. punkterne D, C, M og E ligger pdlinje. Af drejningen folger at| BE| = |AC|
ogdermed |BE|=|BD|.Trekant E D B er altsd ligebenet, og derfor er vinklerne
u og v lige store.

E

Opgave 6.2 Punktet M spejlesilinjen C D, og spejlbilledet kaldes N.

A D
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Dermed er |AP|+|PM]|lig med leengden |AP|+|P N| af den brudte linje fra A
til N via P, og denne er kortest nar P veelges pa linjestykket AN. Med denne
placering af P giver Pythagoras’ setning at

|AP|+|PM|=|AN|=+/|AB|2+|BN]2=+v22+32=+/13.

Opgave 6.3 Idéen i denne lgsning er et dreje linjestykket D F over i AG da det
viser at de er lige lange.

Ved en drejning pa 90° omkring centrum af kvadratet ABC D i retningen der
forer B over i C, vil C fores over i D. Da linjen BF star vinkelret pd linjen
CG, oglinjen CF star vinkelret pd linjen DG, vil drejningen fore linjen BF i
linjen CG oglinjen CF ilinjen D G. Dermed fores skeeringspunktet F mellem
linjerne BF og CF over i skeringspunktet G mellem linjerne CG og DG.

D C

A E B

Ved drejningen fores F altsd i G og D i A, og dermed fores linjestykket D F i
linjestykket AG. Altsd er de to linjestykker D F og AG lige lange.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 7.1 Kald midtpunktet af linjestykket BC for M og skeeringen mellem
BC ogAD for F.

Cirkeludsnittet BM D udger netop en tredjedel af halvcirklen da buestykket
BD udger en tredjedel af halvcirkelbuen, og dermed er ZBM D = 60°. Kald
trekantens sideleengde for s. Radius i halvcirklen er da 5 , dvs. at [M D| = 3.
Trekanterne FDM og FAB er derfor ensvinklede med forholdet 1 : 2 da
/BFA=/DFM, Z/ABF =60°=/ZFMD og|AB| = s = 2|DM|. Af dette fol-
ger at |BF| = 2|FM|, dvs. |BF| = %lBM| = %|BC|, og altsa at BF udger en
tredjedel af BC.

A

Da figuren er symmetrisk omkring aksen AM, viser dette at linjestykkerne AD
og AE deler siden BC i tre lige store stykker.

Opgave 7.2 Lad Q veere midtpunktet af siden BC.
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Vi ensker at vise at ANBP og AABQ er ensvinklede med forholdet v2.
Bemeerk forst at ZNBP = 45° + ZABP = ZABQ. Ifolge Pythagoras’ setning
er INB| = v2|AB| og |BP| = v/2|BQ)|, hvilket viser at ANBP og AABQ er
ensvinklede med forholdet v2. P4 tilsvarende made ser man at AM CP og
AACQ er ensvinklede med forholdet v/2. Dette viser at [NP| = v/2|AQ| =
|M P|. Desuden er

/NPM =360°—({NPB+/MPC)—/BPC =360°—(LAQB + ZAQC)—90°
=360°—180° —90° = 90°.

Dermed er AM N P ligebenet og retvinklet.

Opgave 7.3 Kald kateternes laengde for s. Ifplge Pythagoras’ seetning er leeng-
den af hypotenusen +2s. Siderne i AAM B er v2 gange sa store som siderne
i ABM C, og de to trekanter er dermed ensvinklede.

A
2
S sv2
M
1 V2
C S B

Nu kan vi udregne vinklerne ved M:
/AMB =180°—(/MAB + /M BA)=180"—(/MBC + LM BA)
=180°—45°=135°.

Dermed er
/CMA=360°—2-ZAM B =90°.

Trekant AM C er derfor retvinklet, og Pythagoras giver at s = v12+22 = /5,
og |AB|=v2s = +/10.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 7.4 Tegn en linje parallel med linjen BE fra punktet D, og kald skee-
ringspunktet med siden AC for G.

B
D
F
A E G C

AF 3
Trekanterne AFE og ADG er ensvinklede med forholdet ||AD|| =1
|AF| ., |DG| 4 |[FE| 3 ., |BF| 5
——— =3. Altsd er ——— = —. Desuden er =—da ——=-.
|FD| |[FE| 3 |BE| 8 |FE| 3

Trekanterne D CG og BCE er pr. konstruktion ensvinklede med forholdet
IDG| |DG| |FE| 4 3 1
|BE| _|FE| |BE| 38 2
og dermed er D midtpunktet af siden BC. Altsd er vinkelhalveringslinjen fra
Aogséd medianitrekanten, og ndr vinkelhalveringslinjen og medianen fra A er

sammenfaldende, er det kendt at trekanten er ligebenet med A som toppunkt,
dvs. |AB|=]|AC]|.

Opgave 7.5 Figuren viser et gitter af ligesidede trekanter med sideleengde 1.

WAVAV/ "
N/
JAVA VAN

A

W
Al
—~
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Vinklerne i den indtegnede sekskant ABC D E F er alle 120°, og sideleengderne
er |AB| =|CD|=|EF|=30g|BC|=|DE| = |FA| = 2, dvs. at det netop er
opgavens sekskant vi har tegnet.

Diagonalerne AD og CF samt punkterne Gog H er indtegnet. Pa figuren er
yderligere indtegnet tre bla trekanter som er kongruente fordi de alle tre har to
sider afleengde 1 og 2 med en vinkel pa 120° mellem sig. De tre sideri AEG H
er ensliggende sider i de bla trekanter, dvs. alle tre sider i AE G H er lige lange.

Opgave 7.6 Bemerk forst at ZEAB = 90° 4+ 60° = 150° og dermed (se pa
vinklerne omkring A) ZEAF = 360° —60° — 150° = 150°. Bemark ogsa at
|AF|=|AB]|. Ved en spejling om E A fores AE AF derfor overi AEAB, og der-
meder |[EF|=|EB|.

E

F

o

D
Ved en drejning om C pé 60° i positiv omlgbsretning fores CE over i CA, og

CB fores over i CD. Trekant E C B fores derfor over i AACD, og dermed er
|EB|=|AD|. Altialt fas |AD| = |E F| som onsket.

Tip til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2021, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 7.7 Ifolge Pythagoras’ seetning er

|AC’|=+/|BC/|2—|AB|2=+v52—42=3,

Bemaeerk nu at vinkel ZABC’ =90°—/BC’A= /D C’E. Hvis vi tegner en linje
fra D vinkelret pa4 AE far vi derfor endnu en retvinklet AXC’D, og den ma
veere ensvinklet med AABC’.

A

c’ Cc’

E 6 D Xrr D

Forholdet mellem ensliggende sider i de to trekanter er forholdet mellem de-
res hypotenuser, dvs. % =2.Dermed er | XD|=2-|AC’| =23 =6. Dette viser
at den korteste afstand fra D til linjen AE er 6, og da vi ved at [DE| =6, ma
E =X, dvs. vinkel E er ret.
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