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2. runde

Det som skal vurderes i bedgmmelsen af en besvarelse, er om deltageren har formaet
at analysere problemstillingen, kombinere de givne oplysninger til et svar pa det stillede
spgrgsmal og argumentere overbevisende og udtgmmende for svaret. Derimod er det ikke i sig
selv vaesentligt i hvilken grad deltageren viser beherskelse af matematikkens formelle apparat
eller feerdigheder inden for skolernes pensum.

Der kan gives indtil 4 point for hver af de 5 opgaver. En helt korrekt og fuldsteendig besva-
relse giver 4 point, og der gives ikke fuldt pointtal medmindre besvarelsen er i alt vaesentligt
korrekt og fuldstaendig. For en delvis korrekt besvarelse eller blot skridt eller ideer som leder
i retning af en lgsning, kan der gives et eller flere point. Derimod giver regninger eller argu-
menter som ikke bringer deltageren nsermere en lgsning, ikke point uanset om de er rigtige i
sig selv. Tilfeeldige indfald uden funktion i sammenhsaengen teeller ikke i sig selv positivt ved
bedgmmelsen.

Bedgmmelsen har til formal at fastsla hvem der har lgst opgaverne bedst. Derfor skal kun
konkrete skridt i retning af en lgsning honoreres, og det skal ikke tages i betragtning om
deltageren i gvrigt synes at have ydet en anerkendelsesveerdig indsats.

Opgave 1

e Det giver 1 point at identificere radius R i den store cirkel og radius r i den lille med
den stgrste katete og leengden af hgjden fra den rette vinkel pa hypotenusen.

e Det giver 2 point at bestemme 7 (eller bestemme 1) fx ved arealformler, ensvinklede

trekanter, trigonometri eller regning med Pythagoras’ satning anvendt pa trekanten
og to deltrekanter. Vaesentlige fremskridt i beregningen giver 1 af disse point, men
udregning af hypotenusens leengde alene er ikke nok til at udlgse dette point.

e Det giver yderligere 1 point at bestemme den brgkdel den lille cirkels areal udggr af den

wr? r\2
stores, dvs. udregne "7 eller (3)°.

Bemerkning: Ordet 'brgkdel’ angiver at svaret skal skrives som heltalsbrgk, som 0,2, som
20% eller lignende. Hvis det afsluttende udtryk ikke er skrevet pa en af disse mader, treekkes
1 point fra det pointtal besvarelsen i gvrigt berettiger til. Specielt giver svaret (sintan~! %)2
eller lignende som resultat af en rigtig udledning altsa 3 point.



Opgave 2

e Det giver 2 point at vise at hvert tal i en bestemt maengde M af hele tal, for eksempel
alle ulige tal eller alle tal som ikke er kongruente med 2 modulo 4, kan skrives som en
differens mellem to kvadrater af hele tal. Meengden skal veere en sadan at det er abenlyst
at ethvert helt tal som ikke tilhgrer den, kan dannes ved at der leegges et kvadrattal til
et af dens elementer.

Heraf gives 1 point for veesentlige fremskridt mod et sadant bevis. Eksempler: 1) Saette
a=c+1lellera=c—1ogopna a®>—c> = + 2c+ 1. 2) Foretage omskrivningen
a? — ¢ = (a+ c)(a — ¢) og diskutere faktorernes relative paritet.

e Det giver yderligere 2 point at anvise hvordan ethvert helt tal kan dannes ved at et helt
tals kvadrat leegges til et element i M.

Heraf giver det 1 point at naevne at et tal der kan skrives som a? — ¢?, ogsa kan skives

som a? + b? — ¢ med b = 0, eller det tilsvarende med a og b byttet om.

Opgave 3

Enhver lgsning kan have to varianter. I den ene variant er udgangspunktet at ingen holder to
piger i handen. Dette vises sa at fore til en modstrid. Et sadant argument kaldes i det fglgende
et 'modstridsargument’. I den anden variant vises det at der i enhver mulig raekke er en dreng
eller pige der holder to piger i handen, s& opgavens spgrgsmal ma besvares bensegtende.
Et sadant argument kaldes i det fglgende et ’konstruktionsargument’. For hver af de fire
lgsninger som er neevnt i det folgende, er pointskemaet bygget sidan op at der gives 1 point
for den grundlzeggende ide. Fordelingen af de gvrige 3 point er forskellig atheengigt af om der
i lgsningen styres mod et bevis ved modstrid eller konstruktion.

Bemerkning: Et rigtigt delargument i en samlet argumentation for svaret ’ja’ giver tilsvarende
point hvis det svarer til et af punkterne i nedenstaende skema.

a. To delrekker med hver anden i hver rekke.
e Det giver 1 point at betragte de to delrasekker af hver anden plads i reekken.
Modstridsargument:

e Det giver 1 point at na frem til at i ingen af delraekkerne star to piger ved siden af
hinanden.

e Det giver 1 point at udlede heraf at der hgjst er 15 piger i hver delrackke.

e Det giver 1 point at konkludere at dette strider mod hvad der er oplyst om antallet af
piger.

Konstruktionsargument:
e Det giver 1 point at na frem til at der mindst er 16 piger i en af delraekkerne.

e Det giver 1 point at na frem til at der sa et sted i denne delraekke star to piger ved siden
af hinanden.



e Det giver 1 point at konkludere at opgaven ma besvares benasgtende fordi den der star
mellem disse to piger, holder dem begge i handen.

b. Afsnit af lengde 4 eller lignende lgsninger.
e Det giver 1 point at indfgre en opdeling af reekken i 15 afsnit a 4.
Modstridsargument:
e Det giver 1 point at na frem til at der hgjst er to piger i hvert afsnit.
e Det giver 1 point at udlede heraf at der hgjst er 30 piger i alt.

e Det giver 1 point at konkludere at dette strider mod hvad der er oplyst om antallet af
piger.

Konstruktionsargument:
e Det giver 1 point at na frem til at der mindst er tre piger i et af afsnittene.
e Det giver 1 point at na frem til at der i dette afsnit er en som holder to piger i handen.

e Det giver 1 point at konkludere at opgaven dermed ma besvares bensgtende.

Bemerkning: Der gives point tilsvarende hvis der er argumenteret pa lignende méade pa grund-
lag af andre opdelinger af raskken.

c. Sammenhangende pige/drengerekker.
e Det giver 1 point at betragte sammenhsengende raekker af henholdsvis piger og drenge.
Modstridsargument:

e Det giver 1 point at na frem til at der hgjst er to piger i en pigersekke og mindst to
drenge i en drengerackke omsluttet af pigerackker.

e Det giver 1 point at udlede heraf at der hgjst er 14 drengersekker og dermed hgjst 15
pigeraekker.

e Det giver 1 point at konkludere at der sa hgjst er 30 piger i hele rackken, og at dette
strider mod hvad der er oplyst.

Konstruktionsargument:

e Det giver 1 point at na frem til at hvis der hgjst er to piger i hver pigersekke, er der
mindst 16 pigerackker, eller at hvis der mindst er to drenge i hver drengerackke omsluttet
af pigeraekker, er der hgjst 14 sadanne drengersekker.

e Det giver 1 point at raesonnere enten at hvis der mindst er 16 pigerasekker, er der mindst
15 drengerasckker omsluttet af pigeraekker og dermed mindst en sadan raekke med kun
en dreng, eller at hvis der hgjst er 14 drengersekker omsluttet af pigersekker, er der hgjst
15 pigerasekker og dermed en pigerackke med mindst tre piger.



e Det giver 1 point at konkludere at der enten er tre piger i en af pigersekkerne eller en
drengeraekke omsluttet af pigersekker med kun en dreng, og at i begge tilfeelde er der
en der holder to piger i handen, sa opgaven ma besvares bensegtende.

d. Drenge i forhold til piger.
e Det giver 1 point at betragte sammenhzengende raekker af henholdsvis piger og drenge.
Modstridsargument:

e Det giver 1 point at na frem til at der hgjst er to piger i en pigersekke og mindst to
drenge i en drengerackke omsluttet af pigerackker.

e Det giver 1 point at udlede heraf at hvis der er to piger i den sidste pigersekke regnet
fra en af enderne, findes der en anden pigerackke hvor der kun er en pige, og der derfor
i hele rackken er mindst en dreng for hver pige fgr den sidste.

Variant: Det giver 1 point at na frem til at der findes en pigersckke med kun en pige,
og at der i de to afsnit som rackken deles i af denne pige (hvoraf det ene eventuelt er
tomt), er mindst en dreng for hver pige.

e Det giver 1 point at konkludere enten at antallet af drenge overstiger 29, eller det
samlede antal drenge og piger overstiger 60, i modstrid med hvad der er oplyst.

Konstruktionsargument:

e Det giver 1 point at na frem til at der enten findes en pigersekke med mindst tre piger
eller en pigeraeekke med kun en pige og mindst 15 andre pigeraekker.

e Det giver 1 point i sidste tilfaelde at se pa drengeraekken efter hver af de 15 pigerasckker
regnet i retning fra enderne hen til den ene pige og na frem til at der i mindst en af
disse drengeraekker kun er en dreng.

e Det giver 1 point at konkludere at der enten er tre piger i en af pigersckkerne eller en
drengeraekke omsluttet af pigersckker med kun en dreng, og at i begge tilfeelde er der
en der holder to piger i handen, sa opgaven ma besvares bensegtende.

Opgave 4

I det folgende er F' og G betegnelser for BC’s skaeringspunkter med AD og AE.

a. Ligedannethed.

Ligedannetheder som ADMF ~ NABF, ADBF ~ NACF eller ADHF ~ ANAMF, hvor
M betegner BC’s midtpunkt og H projektionen af D pa BC, bevises og benyttes til at bevise
at et forhold som |MF|: |BF|, |BF|: |CF| eller |HF|: |MF| er lig med 1: 2. Heraf udledes
|BF| = 1|BC]| eller |CG| = %|BC|.

e Det giver 2 point at vise at et par af tilsvarende vinkler i et sddant par af trekanter er
lige store. For hvert par af vinkler gives 1 af disse point. Nar det benyttes at en vinkel
er 60°, skal det vaere begrundet omhyggeligt ud fra opgavens oplysninger medmindre
det er en vinkel i AABC.



e Det giver yderligere 1 point at konkludere at trekanterne er ensvinklede, og heraf udlede
|MF|:|BF|=1:2eller det tilsvarende.

e Det giver 1 point at udlede |BF| = £|BC| eller |CG| = 3|BC| heraf og konkludere at
F og G deler BC' i lige store stykker. Hvis et punkt som H benyttes, skal det vises at
vaere midtpunkt for et linjestykke som BM, for eksempel ved at det vises at en trekant
som BMD er ligesidet.

b. Centralprojektion.

Med P og @ betegnes linjen DFE’s skeeringspunkter med linjerne AB og AC. Da trekanterne
BDP og CEQ er ligesidede, deler D og E linjestykket PQ i lige store stykker. Da der gaelder
BC||PQ, deler F og G sa linjestykket BC' i lige store stykker.

e Det giver 2 point at vise at to vinkler i en trekant som BDP er lig med 60°, s& trekanten
er ligesidet. For hver vinkel gives 1 af disse point.

e Det giver 1 point at vise at D og E sa deler PQ i lige store stykker.
e Det giver 1 point at vise at F' og G sa deler BC i lige store stykker.

c. Trekantnet.

Planet taenkes inddelt i ligesidede trekanter med sideleengde %|BC | saledes at B og C' ligger
i gitterpunkter. Det vises at A, D og E ogsa ligger i gitterpunkter. Punkterne P og ) som
i lgsning b indfeéres som nabogitterpunkterne til D og F pa linjen DE. Resten af beviset
forlgber som i lgsning b.

e Det giver 1 point at indfgre nettet af ligesidede trekanter med B og C' som gitterpunkter.
e Det giver 1 point at vise at A, D og F ogsa er gitterpunkter.
e Det giver 1 point at indfgre punkterne P og Q.

e Det giver 1 point at ggre rede for at fordi D og E deler PQ i lige store stykker, deles
BC af F og G i lige store stykker.

d. Trigonometri.

Laengden |BF| bestemmes ved trigonometriske beregninger pa trekant ABD enten i kombi-
nation med beregninger pa en af deltrekanterne ABF og DBF eller dem begge eller med
udnyttelse af at BF' er vinkelhaveringlinje i trekanten. (Variant: Det tilsvarende ved betragt-
ning af trekant ACE).

e Det giver 1 point at opna ZABD = 120° eller ZAC'E = 120°. Dette skal vaere begrundet
omhyggeligt ud fra opgavens oplysninger.

e Det giver yderligere 2 point at opna et eksakt beregningsudtryk for et af forholdene
|BF| : |BC| eller |CG]| : |BC| eller for |BF| eller |CG| med en antaget veerdi af siden i
trekant ABC ved beregninger som beskrevet i indledningen.

e Heraf gives 1 point for veesentlige fremskridt i en sadan beregning. Eksempler: 1) Opna
et eksakt udtryk for en trigonometrisk funtion af ZBAD eller ZBD A eller for | AD| med
en antaget veerdi af siden i AABC. 2) Bemerke at |BF| kan beregnes ved at arealet
af AABD udtrykkes som summen af deltrekanternes arealer fordi BF' er side i begge
deltrekanter.



e Det giver 1 point at regne udtrykket ud til [BF| = £|BC| eller |CG| = |BC| og
konkludere at F' og G deler BC' i lige store stykker.

e. Analytisk geometri.

Ligninger for linjerne BC og enten AD eller AFE opstilles eller anvendes implicit, det sidste i
det tilfzelde hvor linjen (mest neerliggende BC') er akse i koordinatsystemet. Skaeringspunktet
bestemmes ved at ligningerne lgses. Af skeeringspunktets koordinater afleeses |BF'| = %]BC |
eller |CG| = 1|BC]|.

e Det giver 2 point at bestemme de punktkoordinatseet som behgves for at opstille lig-
ninger som fastleegger koordinaterne til F' eller G. Koordinaterne kan for eksempel be-
stemmes med trigonometri og kendte veerdier af trigonometriske funktioner, med brug
af figurens symmetri og Pythagoras’ ssetning eller, for D’s eller E’s vedkommende, med
brug af symmetri, ligningen for cirklen ADEB og en af ligningerne |BD| = |DE| og
|CE| = |DE).

e Heraf giver det 1 point at bestemme koordinaterne til et enkelt af punkterne hvis det
ikke indgar i fastleeggelsen af det valgte koordinatsystem.

e Det giver yderligere 1 point at opstille og lgse ligningerne.

e Det giver 1 point at vise pa grundlag af de fundne koordinater og symmetri eller analogi
at F' og G deler BC i lige store stykker.

Opgave 5

Overalt i det folgende betegner n og m positive, hele tal, R betegner raekken 1,2,2% 23, ...,
22009 ' mens R, betegner den uendelige raekke 1,2,22,23, .. ..

Bemerkning 1: Det er ikke et krav at det naevnes udtrykkeligt at antallet af cifre i 2" er en
svagt voksende funktion af n, det skal blot fremga implicit.

Bemeerkning 2: Det regnes ikke for en vaesentlige fejl for eksempel at formode at der er 2009
tal i R, eller at 10%°6 har 606 cifre.

a. Struktur af en dekade.

Svaret fas ved at sammenholde mulige mgnstre af begyndelsescifrene i en dekade med antallene
af elementer og dekader i R. Der gives 1 point for hvert af nedennsevnte skridt, som ikke
ngdvendigvis ma tages i reckkefglge.

e Begrunde at der for ethvert n findes netop et n-cifret tal fra Ry, der begynder med
1, netop et der begynder med 2 eller 3, og netop et der begynder med 4, 5, 6 eller 7.
(Variant: 5, 6, 7, 8 eller 9 i stedet for 4, 5, 6 eller 7).

Bemerkning: Det det her drejer sig om, er at analysere strukturen af en dekade i Ry,. Derfor
er det ikke ngdvendigt at deltageren udtrykkeligt ser pa hele den uendelige rackke.

e Udlede at tallene i R netop er de tal fra Ry, som hgjst har 605 cifre.



e Udlede at der i R er 605 tal som begynder med 1, 605 som begynder med 2 eller 3, og
605 som begynder med 4, 5, 6 eller 7, samt at der er netop et tal der begynder med
4 for hvert tal der begynder med 8 eller 9. (Variant: 605 tal som begynder med 1, 605
som begynder med 2 eller 3, og 605 som begynder med 5, 6, 7, 8 eller 9).

Alternativt na frem til at der for alle n er tre eller fire n-cifrede tal i Ry, hvor antallet
er fire netop hvis netop et af tallene begynder med 4.

e Na frem til at R indeholder 2010 tal, og kombinere dette med det foregaende til at
2010 — 3 - 605 = 195 af dem begynder med 4.

b. Rekker af flere dekader.

Det vises at afstanden i Ry mellem to pa hinanden fglgende tal der begynder med 4, er
enten 10 eller 13. Svaret fas sa ved at sammenholde mulige mgnstre af begyndelsescifrene i
tilsvarende reekker af 10 eller 13 tal med antallene af elementer og dekader i R. Der gives 1
point for hvert af nedennsevnte skridt.

e Vise at hvis 2" og 2" begynder med 4, og m > n, geelder m — n > 10.

e Yderligere vise at R, kan inddeles i afsnit af leengden 10 eller 13 (i det fglgende bengevnt
10- og 13-raekker) saledes at det forste tal i hvert afnit begynder med 1, det tredje
begynder med 4 og er det eneste i afsnittet med dette begyndelsesciffer, og en 10-rackke
strackker sig over 3 dekader og en 13-raekke over 4 dekader, samt at de tal som begynder
med 1, har bestemte positioner inden for en 10- eller 13-rackke.

e P4 grundlag af det foregaende og oplysningerne om 229! opstille ligninger for antallene

af 10- og 13-raekker som bestemmer disse to tal, for enhver mulig position af 2219 inden
for en 10- eller 13-rzekke, eller noget tilsvarende.

e Vise at ligningerne i alle tilfzelde medfgrer at 195 tal i R begynder med 4, eller et
tilsvarende argument.



