Georg Mohr-Konkurrencen

Lasninger - 1995
Opgave 1. Et trapez har sideleengder som angivet pa figuren (siderne med lcengde 11
og 36 er parallelle). Beregn trapezets areal.
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Losning. Pa figuren er BE tegnet parallel med CD. Sa er BCDE et parallelogram, og
dermed |BE| = 30 og |ED| = 11. Videre fas |AE| = 36 — 11 = 25. I den ligebenede
trekant ABE findes hojden AF pa grundlinjen BE til 20 (udnyt Pythagoras pa den
retvinklede trekant AFE, hvor hypotenusen er |AE| = 25, og den anden katete er
|[EF| = 15).

Vi kan nu bestemme hgjden h i trapezet ved at udtrykke arealet af trekant ABE
pa to mader: % +25-h = % - 20 - 30, hvoraf h = % =4 .6 = 24. Trapezets areal er
derfor $h(11 +36) = % - 24 - (11 + 36) = 564.

Opgave 2. Find alle scet af fem pd hinanden folgende hele tal med den egenskab at
summen af kvadraterne pad de tre forste tal er lig med summen af kvadraterne pad de to
sidste.

Losning. Lad n betegne det midterste af de fem tal. Sa kan vi opskrive ligningen
Mm-22+m-12+n’=m+1)°%+ n+2)>

Ved udregning fas n? —4n+4+n2-2n+1+n=n?+2n+1+n+4n +4, som
omskrives til n° — 12n = 0, og videre til n(n — 12) = 0. Denne ligning har lgsningerne
n =0 og n = 12. De sagte talseet er dermed (-2,-1,0,1,2) og (10,11,12,13,14).
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Opgave 3. Fra vinkelspidsen C i trekant ABC tegnes en ret linje der halverer medianen
fra A. I hvilket forhold deler denne linje siden AB?

C D B

Losning. Midtpunktet af BC kaldes D, og midtpunktet af medianen AD kaldes M.
Gennem B tegnes en linje parallel med AD. Forleengelsen af CA skerer denne linje i
E. Forleengelsen af CM skerer BE i F. Da AD bliver midtpunktstransversal i trekant
CEB, er A midtpunkt af CE. Endvidere er |AM| = |DM|, hvorfor |EF| = |BF|, sa F er
midtpunkt af BE. Heraf folger at AB og CF er medianer i trekant CEB, hvorfor de deler
hinanden i forholdet 1 : 2.

Opgave 4. Los ligningen
(2X —4)3 + (4 - 2)3 = (4° + 2% - 6)3,

hvor x er et reelt tal.

Loasning. Bemark forst at 4% + 2*¥ — 6 = (4¥ — 2) + (2¥ — 4). Seetter vi y = 2¥ — 4
og z = 4¥ — 2, kan den oprindelige ligning herefter skrives y3 + z3 = (v + z)3. Da
udtrykket pa hgjre side er lig med y3 + 372z + 3yz2 + z3, kan ligningen omskrives til
3y2z+3yz? = 0 og videre til yz(y +z) = 0. Herefter udnyttes nulreglen. Forste faktor
er 0 for x = 2 (idet v = 0 betyder 2¥ —4 = 0), og anden faktor er O for x = % (idetz=0
er ensbetydende med 4% = 2). Ved at satte den tredje faktor lig med O far vi ligningen
4% + 2% — 6 = 0, som kan omskrives til (2¥)2 + 2X — 6 = 0. Denne andengradsligning
i 2* lgses: Diskriminanten er 1 —4 - 1 - (—=6) = 25, hvorefter 2¥ = —12i5’ dvs. 2¥ =2
(idet den negative vaerdi bortfalder) og dermed x = 1. Alt i alt har ligningen altsa de
tre lgsninger %, 1 og 2.
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Opgave 5. I planen er der givet seks cirkler sdledes at ingen af cirklerne indeholder en
andens centrum. Vis at der ikke findes et punkt som ligger i alle cirklerne.

Losning. Vi forer beviset ved at vise at hvis der findes et punkt der ligger inden for
seks cirkler, sa vil en af cirklerne indeholde en andens centrum.

Antag altsa at P er et punkt der ligger i alle cirklerne. Tegn linjestykkerne der
forbinder P med hvert af centrene Ci, C2, ..., Cg i de seks givne cirkler. Herved
fremkommer seks vinkler med toppunkt i P. Summen af disse er 360°; altsa ma mindst
en af vinklerne ~C;PC; veere hgjst 60°.

Hvis «C;PC; = 0°, ligger C; pa linjestykket PC; eller C; pa linjestykket PC;, og
dermed ligger C; i den j’te cirkel eller C; i den i’te.

I tilfeeldet 0° < 2C;PC; < 60° ses pa trekant C;PC;j. Da vinkelsummen i en trekant
er 180°, er mindst en af de gvrige vinkler PC;C; og PC;C; i denne trekant mindst 60°.
Men sa er C;C; mindre end eller lig med mindst et af linjestykkerne PC; og PC;. Disse
er igen mindre end eller lig med radius i henholdsvis den j’te og den i’te cirkel da P
1a i alle cirklerne. Dermed er C;C; mindre end eller lig med mindst en af disse radier,
hvoraf felger at C; ligger i den j’te cirkel eller C; i den i’te. Hermed er beviset fort i
alle tilfeelde.



