Georg Mohr-Konkurrencen

Lesninger - 1993

Opgave 1. Tre kammerater A, B og C har tilsammen 120 kroner. Forst giver A lige sd
mange penge til B som B har i forvejen. Derncest giver B lige sa mange penge til C som
C har i forvejen. Til sidst giver C lige sd mange penge til A som A nu har. Efter disse
transaktioner har A, B og C lige mange penge. Hvor mange penge havde hver af de tre
kammerater oprindelig?

Losning. Oprindelig har A, B og C henholdsvis a, b og ¢ kroner. Fordelingen (a, b, c)
@ndres forst til (a — b, 2b,c), dernaest til (a — b,2b — c,2c) og sluttelig til (2(a —
b),2b — c,2c — (a — b)). Til slut har A, B og C lige mange penge, dvs. 40 kroner
hver. Altsa er 2(a — b) = 40, 2b — ¢ = 40 og 2¢ — (a — b) = 40, hvoraf a — b = 20,
c=3(40+(a-b))=30,b=%40+c)=350ga=Db+20=55.

Opgave 2. Et rektanguleert stykke papir har sidelecengderne 12 og 15. Et hjerne bukkes
om som Vist pd figuren. Bestem arealet af den grd trekant.
15
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Losning. Med figurens betegnelser geelder |FC| = |DC| = 15. Med Pythagoras udregnes
|FB| = /152 — 122 = 9, og dermed bliver |[AF| = 15 - 9 = 6. De to retvinklede
trekanter EFA og FCB er ensvinklede; der geelder nemlig ~AFE = 90° — #BFC (se
pa vinklerne omkring F) og ~FCB = 90° — «BFC (udnyt vinkelsum i trekant FCB),
altsa «AFE = #«FCB. Da trekanterne EFA og FCB er ensvinklede med sideforholdet
6:12=1:2,er |[EF| = % - 15. Det so@gte areal bliver da % . 12—5 -15 = %.
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Opgave 3. Bestem samtlige reelle lasninger (x,y) til ligningssystemet

x2+y2=1

6 6
Xty 16

Losning. Ved indsattelse af y2 = 1 — x? i den nederste ligning fas

7
6 243

1- = —
x° + ( x°) 16’

som kan omskrives til x6 + 1 — 3x2 + 3x% — x6 = 1—76. Ved at samle leddene og dividere

igennem med 3 fas x* —x?2 + 1% = 0. Denne ligning betragtes som en andengradsligning
i x2 med diskriminanten 1 —4-1 - % = %. Saer x2 = ILZIE = % eller x2 = 521@ = %,
hvortil svarer henholdsvis 2 = 1 -3 = { og y% = 1 — 1 = 3. Dermed fas i alt folgende
otte lgsninger:

E=D) (), (2D

= (5 =5)

N

Opgave 4. I trekant ABC afskcerer punkterne D, E og F en tredjedel af de respek-
tive sider. Vis at summen af arealerne af de tre grd trekanter er lig med arealet af

midtertrekanten. B

A F ¢

Lasning. Lad Ty, T, T3, Ty 0og T betegne arealerne af henholdsvis hver af de gra trekan-
ter, midtertrekanten og hele trekant ABC. Betragt nu trekanterne ABE, BCF og CAD.
Hver af disse har et areal pa en tredjedel af hele trekantens areal (da deres grundlinje er
en tredjedel af hele trekantens grundlinje). Da trekanterne delvis overlapper hinanden,
bliver arealet af deres foreningsmangde (dvs. arealet af hele trekant ABC bortset fra
midtertrekanten) 3 - %T —(T1 + T+ T3),altsa T — (T; + T»> + T3). Pa den anden side har
den naevnte foreningsmangde naturligvis arealet T — Ty. Altsafas Ty = T1 + T + T3
som gnsket.
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Opgave 5. I en papkasse ligger et stort antal lose sokker. Nogle af sokkerne er rode; de
ovrige er bld. Det oplyses at det samlede antal sokker ikke overstiger 1993. Endvidere
oplyses det at sandsynligheden for at traekke to sokker af samme farve ndr man pa
tilfeldig made udtraekker to sokker fra kassen, er % Hvad er efter de foreliggende
oplysninger det storste antal rode sokker der kan befinde sig i kassen?

Losning. Med n betegnes det samlede antal sokker, med 7 antallet af rade sokker. Man
kan traekke to sokker ud af n paialt

n\ n! _nn-1)
2] 2im-2) 2

mader. Man kan traekke to sokker af forskellig farve pa i alt v (n — v) mader. Sandsyn-
ligheden for at traekke to sokker af forskellig farve er dermed

rin-r) 2r(n-7r)
nm-1/2 nn-1)"

Den opgivne betingelse er ensbetydende med at denne sandsynlighed er %, altsa at

2rin-r) _ 2

1 . . a2 B
w1l = 2- Dette kan omskrives til 4rn —4r- =n n eller

4v% — 4nr + (n2 -n)=0.

Denne andengradsligning i v har diskriminanten 16n2—4-4(n?-n) = 16n, og dermed
er

n+4/mn n+xyn
v = 5 =5

Da 7 er et helt tal, m& n veere et kvadrattal. Den sterst mulige veerdi for » fremkommer
nar kvadrattallet n er sa stort som muligt. Da 442 = 1936 < 1993, mens 452 > 1993,
er n = 442 den storste brugbare vardi, og den sogte storst mulige veerdi af + er da
v = (442 + 44) = 990.



