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16. november 2024, Tartu, Estland Version: Danish

Varighed: 4 timer og 30 minutter.
Det er tilladt at stille spgrgsmél de fgrste 30 minutter.
Tilladte hjelpemidler: Skrive- og tegneredskaber.

Opgave 1. Lad « veere et reelt tal forskelligt fra 0. Find alle funktioner f : R — R, som opfylder at

zf(x+y) = (@ +ay)f(z)+zf(y)
for alle z,y € R.

Opgave 2. Lad R vaere meengden af positive reele tal. Find alle funktioner f : Rt — R™, som opfylder

at
f@ I, J©
l+a+ca 1+b+ab 1+c+be
for alle a,b,c € RT hvor abc = 1.

Opgave 3. De positive reelle tal aj,as,...,as024 star pa en tavle. Et traek bestar i at veelge to tal pa
2 6 2
tavlen z og y, slette dem og skrive tallet % pa tavlen. Efter 2023 traek er der kun ét tal ¢
rTy

tilbage pa tavlen. Vis at
<2024 (a; +ag + ...+ ag4) -

Opgave 4. Find det stgrste reelle tal «, saledes at fglgende ulighed geelder for alle ikke-negative reelle
tal x, y og z:
(z+y+2)°>+a (332,2 + 9%z + ZZy) >« ($2y + 922 + 2233) )

Opgave 5. Find alle positive reelle tal A, saledes at enhver fglge aq,as,... af positive reelle tal, som
opfylder
ar+az+...+an
ap41 = A
n
for alle n > 20242924, er begraenset.
Bemerkning: En folge a1, as, ... af positive reelle tal er begrenset, hvis der findes et reelt tal M sa

a; < M forallei=1,2,....

Opgave 6. En labyrint er et system af 2024 huler og 2023 ikke-skeerende (to-vejs) korridorer, som hver
forbinder to huler, hvor hvert par af huler er forbundet gennem en rasekke af korridorer. Til at starte
med star Erik i en korridor, som forbinder to huler. I et traeek, kan han ga gennem en af hulerne til en
ny korridor, som forbinder denne hule til en tredje hule. Nar han ggr dette, vil den korridor han lige
har veeret i p&4 magisk vis forsvinde og blive erstattet af en ny korridor, der forbinder slutningen af
hans nye korridor og starten af hans forrige korridor. (M.a.o. hvis Erik var i en korridor, der forbinder
hule a og b, og han gik gennem hule b ind i en korridor der forbinder hule b og ¢, sa vil korridoren
mellem a og b forsvinde og en ny korridor mellem a og ¢ vil opsté.)

Da Erik godt kan lide at designe labyrinter, og har et nyt layout i tankerne, undrer han sig over,
hvorvidt han kan transformere labyrinten til dette layout ved at bruge disse track. Bevis at dette er
muligt uanset labyrintens oprindelige layout og hans startposition.



Opgave 7. Et 45 x 45 breet har faet fjernet det midterste felt. For hvilke positive heltal n er det muligt
at opdele det resterende areal i 1 x n og n x 1 rektangler?

Opgave 8. Lad a, b, n vaere positive heltal saledes at a + b < n?. Alma og Bertha spiller et spil pa et
(til et starte med ufarvet) n x n braet pa folgende made:
e Fyrst farver Alma a felter grgnne.
o Derefter farver Bertha b andre felter bla.

Alma vinder, hvis hun kan finde en sti bestaende af ikke-bla felter fra det nederste venstre felt til det
gverste hgjre felt (hvor en sti er en fplge af felter, saledes at to pa hinanden fplgende felter i folgen har
en side tilfeelles), ellers vinder Bertha. Bestem ud fra a, b og n, hvem der har en vindende strategi.

Opgave 9. Lad S veere en endelig maengde. For et positivt heltal n, siges en funktion f: .S — S at veere
en n-potens, hvis der eksisterer en funktion g: S — 5, sddan at

flx)=g(g(...g(x)...))

g anvendt n gange

for alle x € S.

Antag at en funktion f: S — S er en n-potens for alle positive heltal n. Geelder det ngdvendigvis at
f(f(x)) = f(z) for alle z € S?

Opgave 10. En frg star pa et felt pa uendeligt stort breet, hvis reekker strackker sig fra gst til vest og
sgjler fra nord til syd. Et treek for frgen bestar i enten at hoppe ét eller to felter frem i den retning
den vender mod og dernzest dreje efter fglgende regler:

1) Hvis frgen hopper ét felt frem, si drejer den 90° til hgjre;
2) og hvis frgen hopper to felter frem, si drejer den 90° til venstre.

Er det muligt for frgen at né til feltet, der ligger preecist 2024 felter nord fra det oprindelige startfelt,
hvis den starter med at vende mod

a) nord;
b) @st?

Opgave 11. Pa en cirkel med centrum O ligger punkterne A, B, C, D i denne raeekkefglge, og der gaelder
at AC er vinkelret pa BD. Punkterne X og Y ligger pa den omskrevne cirkel til trekant BOD, sadan
at LZAXO = ZCYO = 90°. Lad M veere midtpunktet af AC. Bevis at BD tangerer den omskrevne
cirkel til trekant M XY .

Opgave 12. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant med omskreven cirkel w, sddan at AB < AC. M
er midtpunktet af buestykket BC af w som indeholder punktet A, og X # M er det andet punkt pa w
s& AX = AM. Punkterne E og F ligger henholdsvis pa siden AC og AB saddan at EX = EC og
FX = FB. Bevis at AE = AF.

Opgave 13. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant, hvor hgjderne skeerer i H. Lad D veere et punkt
udenfor den omskrevne cirkel til trekant ABC, sadan at ZABD = ZDCA. Spejlingen af AB i BD
skaerer CD i X. Spejlingen af AC i CD skeerer BD 1 Y. Linjerne gennem X og Y vinkelret pa
henholdsvis AC og AB skeerer i P. Bevis at punkterne D, P og H ligger pa linje.

Opgave 14. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant med omskreven cirkel w. Hgjderne AD, BE og C'F
i trekant ABC skeerer i H. Et punkt K er valgt pa linjen E'F, sddan at K H || BC. Bevis at spejlingen
af H i KD ligger pa w.



Opgave 15. Der er en maengde af N > 3 punkter i planen sadan at ingen tre ligger pa linje. Tre punkter
A, B, C i meengden udggr en baltisk trekant, hvis intet andet punkt i meengden ligger pa den omskrevne
cirkel til trekant ABC'. Antag at der findes mindst én baltisk trekant.

N
Vis at der findes mindst 5 baltiske trekanter.

Opgave 16. Bestem alle positive, ssmmensatte heltal n, sddan at for enhver divisor d af n, findes heltal
k>0o0gm > 2 sadan at d = K™ + 1.

Opgave 17. Findes der uendeligt mange kvadrupler (a,b,c,d) af positive heltal, sadan at tallet a® +
bt — !t — d er et primtal og 2 <d<c<b<a< d?20249

Opgave 18. En uendelig fglge a1, aq, ... af postive heltal, opfylder at a,, > 2 og an4o deler any1 + an
for alle n > 1. Bevis at der findes et primtal, som deler uendeligt mange led i fglgen.

Opgave 19. Findes der et positivt heltal IV, som er deleligt med mindst 2024 forskellige primtal og hvis
divisorer 1 =d; < do < ... < dp = N opfylder at tallet

er et heltal?

Opgave 20. Positive heltal a, b og ¢ opfylder fglgende ligningssystem:

(ab—1)? = c(a® +b*) + ab+ 1,
a?+v* = c%+ab.

a) Bevis at ¢+ 1 er et kvadrattal.
b) Find alle sddanne tripler (a,b,c).



